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O Sredniej arytmetycznej i medianie

Streszczenie. Mierzac pewna wielko$é p (dtugosé, cigzar, temperature...) otrzymujemy
wynik X, zwykle rézniacy si¢ od p o pewna wielkosé losowa (blad losowy) e. Rozklad F
prawdopodobienstwa bledu losowego e czasami jest znany, a czasami wiemy o nim tylko
to, ze jest jakims$ rozktadem z ustalonej rodziny rozkladéw F (np. rozktadem normalnym
o Sredniej zero i nieznanym odchyleniu standardowym o, albo jakims$ rozktadem o cia-
glej dystrybuancie). Jezeli rozktad F ma duzy rozrzut, doktadno$é pomiaru moze byé
niezadowalajaca. Dobrze znanym i powszechnie stosowanym lekarstwem jest wielokrotne
powtdrzenie pomiaru i usrednienie otrzymanych wynikéw. Okazuje sie, ze powszechnie
stosowana Srednia arytmetyczna moze okazaé si¢ wysoce zawodna. Chociaz w bardziej
abstrakcyjnym ujeciu rozwazany w artykule problem polega na estymacji parametru po-
tozenia p w modelu statystycznym z rodzing rozktadéw {F}, : Fj,(z) = F(z—p)}, w artykule
trzymam si¢ terminologii ,pomiar-btad pomiaru”. W ogélniejszym sformutowaniu méwi
sie¢ o problemie estymacji sredniej wartosci cechy w danej populacji, ale przejscie na te
terminologie nie nastrecza zadnych trudnosci.

Stowa kluczowe. Pomiar, srednia arytmetyczna, mediana, estymacja, parametr potoze-
nia, rozrzut.

1. Wstep. Mierzac pewna wielko$é p (dlugosé, ciezar, temperature...)
otrzymujemy wynik X, zwykle roznigcy sie od p o pewna wielko$é¢ losowa
¢ (btad losowy). Rozktad prawdopodobienstwa F' bledu losowego ¢ czasami
jest znany, a czasami wiemy o nim tylko to, ze jest jakims rozkladem z usta-
lonej rodziny rozkladow F. Jezeli rozklad F' ma duzy rozrzut, doktadnosé
pomiaru moze by¢ niezadowalajaca. Dobrze znanym i powszechnie stosowa-
nym lekarstwem jest wielokrotne powtérzenie pomiaru. Bardziej formalnie:
rozwazamy model statystyczny

(1) Xi:ﬂ+€i, i:1,2,...,n,

w ktorym p jest parametrem liczbowym oraz €; sa niezaleznymi zmiennymi
losowymi o jednakowym rozkladzie F' takim, ze Ep(¢) = 0 (pomiar nieob-
ciazony).

(5]
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Jezeli rozktad F' bledu jest jednoznacznie znany, bedziemy méwili o pro-
stym modelu (1), a jezeli wiemy tylko tyle, ze F' € F, gdzie F jest ustalona
rodzing rozktadéw — bedziemy méwili o modelu ztoZonym. Jezeli btad € ma
rozklad F', to rozklad obserwacji bedzie oznaczany przez F),. Przyjmujemy,
ze F(x) = F(x — p).

Zadanie polega na oszacowaniu p na podstawie obserwacji X1, Xo, ...
..., Xp. Wlasnosci rozktadu F' w modelu prostym lub wtasnosci rodziny F
w modelu ztozonym decyduja o tym, co jest a co nie jest ,,dobrym estyma-
torem” wielkosci (parametru) p.

Chociaz przyjeta w artykule terminologia odwotuje si¢ do intuicji zwiaza-
nej z dokonywaniem pomiaréw réznych obiektéw, to problem jest ogdlniejszy
i obejmuje na przyktad estymacje éredniej wartosci cechy w danej populacii,
np. estymacje $rednich zarobkéw w populacji danego kraju, $rednich zwro-
téw danych papieréw na gieldzie papieréw wartosciowych, sredniego stopnia
zanieczyszczenia powietrza, itp. Nie precyzuje na razie, co rozumiem przez
LSrednia” w tych sformutowaniach. Jezeli X jest interesujaca nas cecha ele-
mentéw populacji oraz p jest interesujacym nas wskaznikiem, uzyskujemy
model (1) piszac X = p + (X — p); tu p moze by¢é Srednia arytmetyczna
badanej cechy, mediana, kwantylem (np. VQR), itp.

2. Prosty model pomiaru z rozkladem normalnym. Przypusémy,
ze rozklad bledu F' jest rozkladem normalnym N(0,0), gdzie ¢ > 0 jest
ustalone i znane. W praktyce odpowiada to mierzeniu nieznanej wielkosci
1 za pomocy przyrzadu pomiarowego o znanej doktadnosci. Model jest tak
powszechnie znany i stosowany (metrologia, geodezja, astronomia, fizyka,
zastosowania przemystowe i zastosowania przyrodnicze), ze nie musimy tutaj
poswieca¢ mu duzo miejsca. Celem tego paragrafu jest ustalenie terminologii
i oznaczen oraz przywolanie narzedzi, ktére beda istotne w dalszej czesci
artykutu.

W rozwazanym modelu istotne jest to, ze duze bledy sa malto praw-
dopodobne: prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze btad
przekroczy bezwzglednie x, jest dla duzych z wielkoscia rzedu exp(—xz?).
Rozkladem obserwacji X jest wtedy rozktad normalny N(u,o) i zagadnie-
nie sprowadza sie do znanego z elementarnego kursu statystyki problemu
estymacji wartoéci oczekiwanej zmiennej losowej o rozktadzie normalny ze
znang wariancja. Istota tego modelu jest mozliwos¢ dowolnego zmniejsze-
nia bledu (dowolnego zwigkszenia dokladnosci pomiaru) przez wyboér odpo-
wiednio duzej liczby n pomiaréw: srednia arytmetyczna X = Yo, X;/n ma
rozklad normalny N (u,0//n). Redukcje bledu na skutek usredniania coraz
to wiekszej liczby obserwacji ilustruje Rys. 1.



O $redniej arytmetycznej i medianie 7

1.6 7

1.2 4

0.8

0.4

-1 0 1

5

Rys. 1. Rozklad éredniej X, w modelu (1) dla u = 2 oraz € ~ N(0,1)

Ten mechanizm redukcji btedu przez powtarzanie pomiaréw chyba naj-
latwiej jest spostrzec patrzac na odpowiednie funkcje charakterystyczne(*):
jezeli X1, Xo,..., X, jest ciagiem zmiennych losowych o jednakowym roz-
ktadzie normalnym N (u,0) z funkcjq charakterystyczng

1
@x(t) = exp {iut - 502152},
to funkcja charakterystyczna éredniej arytmetycznej X, = 2?21 X;/n jest
rowna:

ex, () = (‘PX(t/")>n = exp{ipt — % (%) 12}.

Zakonczenie procesu estymacji polega na podaniu przedzialu ufnosci dla
estymowanego parametru; wyzsza dokladnosé estymacji prowadzi do krot-
szego przedzialu ufnosci. W rozwazanym tu modelu gaussowskim przedzial
ufnosci wyznacza sie w podrecznikowy sposob.

3. Prosty model pomiaru z rozkladem a-stabilnym. Bedziemy
teraz rozwazali rozklady a-stabilne S, (i, A) z funkcja charaterystyczna

px (t) = exp{int — |At|*},
gdzie « jest parametrem ksztaltu (wykladnikiem charakterystyczym),
1 — parametrem polozenia oraz A\ — parametrem skali.

Rozszerzenie zastosowan statystyki na ekonomie, ubezpieczenia, rynki
finansowe, itp. spowodowalo, ze standardowe metody zwiazane z modelem
gaussowskim staly sie nieadekwatne: duze odchylenia poszczegdlnych obser-
wacji X; od ,wartoéci centralnej p” staly sie duzo bardziej prawdopodobne,
nizby to wynikato z modelu gaussowskiego. Przykladem moze stuzyé wyso-
kos¢ szkod pokrywanych przez towarzystwa ubezpieczeniowe: od czasu do

(*) Termin funkcja charakterystyczna nie ma tutaj nic wspélnego ze znanym w teorii
zbioréw (przyp. red.).
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czasu, ale czedciej nizby to sugerowal rozklad normalny, pojawia sie szkoda
bardzo wysoka.

Jezeli proba Xy, Xo, ..., X, jest ciagiem zmiennych losowych o jednako-
wym rozkladzie a-stabilnym S, (¢, A), to funkcja charakterystyczna $redniej
arytmetycznej X, jest réwna

(t) = (exp{iuE ~ Mi\a}> = exp{int — [n'/* 7 At}
n n

Wnhioskujemy stad natychmiast, ze Srednia z n-elementowej proby moze mieé
rozklad bardziej rozproszony niz rozklad pojedynczej obserwacji (Rys. 2).

X

n

1.0
0.8
rozklad pojedynczej obserwacji
0.6
0.4
024 rozklad sredniej
T S— — |
-1 0 4 5

Rys. 2. Rozktad obserwacji X ~Sq(2,1),a < 1, oraz $redniej X,

Co wiecej, w takich przypadkach obserwacja X, a wiec takze érednia aryt-
metyczna obserwacji, moze w ogdle nie mie¢ wartosci oczekiwane;j.
Typowym przedstawicielem rozktadéw a-stabilnych jest rozktad Cau-
chy’ego Ca(u, o) o gestosci
1 1

5 -
L i ( % )

Jest to rozklad a-stabilny z parametrem o = 1. W poblizu zera btad lo-
sowy € o tym rozkladzie zachowuje sie¢ podobnie jak btad losowy w modelu
gaussowskim, ale bardziej ttuste ogony tego rozkladu (Rys. 3) wskazuja na
wyraznie wieksze prawdopodobienstwo bledéw duzych. W przypadku roz-
ktadu Cauchy’ego rozktad $redniej arytmetycznej z préby n-elementowej jest
taki sam jak rozktad pojedynczej obserwacji. Wyrdznitem tutaj ten rozkiad
z powodu jego roli w zastosowaniach: nadaje sie¢ do modelowania réznych
zjawisk (np. w fizyce znany jest jako rozklad Lorenza lub Breita-Wignera),
a jednoczesnie jest tatwy numerycznie i w symulacjach.

4. Prosty model (1) pomiaru z mediang p. Rozpatrzmy model po-
miaru (1) z rozkladem F bledu e o medianie réwnej zeru. Wtedy obserwacja
ma rozklad F), o medianie réwnej p: méwimy, ze pomiar jest medianowo-
nieobciazony.



O $redniej arytmetycznej i medianie 9

Rys. 3. Rozktad normalny i rozktad Cauchy’ego

Jezeli T = T(X;,Xs,...,X,) jest statystyka z proby X, Xo,..., X,
i jezeli F' jest rozkladem obserwacji X, to mediane rozkladu tej statystyki
bedziemy oznaczali symbolem Med(F,T'). Problem estymacji 4 w modelu
pomiaru (1) staje si¢ teraz problemem estymacji mediany rozkltadu obser-
wacji X na podstawie proby Xy, Xs, ..., X,.

Standardowym estymatorem mediany rozktadu jest mediana M,, z proby
n-elementowej definiowana wzorem

@) M, — { %(X%m + X%Hm), J:e%el% n J:est pfirzyste,
X LES P jezeli n jest nieparzyste.

Tu, jak zwykle, X1., Xo, -y Xpin(X1n < Xowy < --- < X,,.,) Oznaczaja
statystyki pozycyjne z tej préby. Bede zajmowal sie przypadkiem nieparzy-
stego n; przypadek estymatora M,,, gdy n jest parzyste, jest bardziej zto-
zony niz na pierwszy rzut oka mozna by sie tego spodziewaé i skomentuje
ten przypadek oddzielnie pdzniej.

Jezeli obserwacje majg rozklad F), z gestoscia f,, to gestosé rozkladu
mediany M, ma postaé

n (n—1)/2
% (F“(x) [1 _Fu(x)]) ful(x).

Wykresy tej gestosci dla n = 1, 5, 25 w przypadku, gdy pu = 2 i rozktad
bledu € jest rozkltadem Cauchy’ego Ca(0,1), przedstawia Rys. 4.

Poréwnanie Rys. 1 i Rys. 4 wskazuje na to, ze mediana w modelu z roz-
ktadem Cauchy’ego spelnia taka samg role, jak $rednia arytmetyczna w
modelu gaussowskim. Mediana w modelu gaussowskim moze oczywiscie byé
takze traktowana jako estymator parametru p, chociaz nie jest to w tym
modelu estymator tak dobry, jak zwykla érednia arytmetyczna.



10 Ryszard Zielinski

1.4 4
1.2+
1.0 1
0.8+
0.6 1
0.4 1

0.2

-1 0 1

Rys. 4. Rozklad mediany M, w modelu (1) z bledem € ~ Ca(0,1)

Wygodna forma dystrybuanty rozkltadu mediany M,, ma postaé
n+1 n+ 1>

3) PF{MHSx}=B<F<x—m; e

gdzie B(t;a, 3) jest dystrybuata rozkladu beta:
¢
B(t;a, B) = a+ﬂ fu Y1 —u)?du.
0

Kwantyl rzedu ¢ € (0,1) tego rozkladu bedziemy oznaczali przez
B~Y(q;, 3). Obie te funkcje sa tatwo dostepne w standardowych pakie-
tach komputerowych (np. Mathematica, Excel, R, Statgraphics). Kwantylem
xq = xq4(F, M,) rzedu ¢ rozktadu mediany M,, jest wtedy

n+1 n+1)>

2 72

Ocena doktadnoéci pomiaru i jej zaleznosci od liczby n powtdrzen za po-
mocg odchylenia standardowego (jak to mialo miejsce w modelu gaussow-
skim) nie jest teraz mozliwa, bo odpowiednie momenty rozkladéw w modelu
a-stabilnym nie istnieja. Odpowiednig miara dokladnosci moze by¢ teraz
rozstep miedzykwartylowy rozkladu estymatora (uzywana jest réwniez na-
zwa odleglo$é miedzykwartylowa).

Jezeli statystyka T, = T'(X1, Xa, ..., X,,) marozklad ciagly, to jej kwan-
tyl rzedu ¢ bedziemy oznaczali przez x, = x,(F,T,). Rozstepem miedzykwar-
tylowym rozktadu statystyki T}, gdy obserwacja X ma rozklad F', nazywamy
wielkosé

(4) wg=p+F7 <Bl(q;

A(F,T,) = xo075(F, Ty) — x0.25(F, T,).

Tlustracje graficzng tej wielkoSci przedstawia Rys. 5, a numeryczng Tab. 1.
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F=N(0.5,0.1) /\ F=N(0.5,0.2)

A(F,X) A(F,X)

Rys. 5. Rozstep miedzykwartylowy rozkladu F' zmiennej losowej X

Tab. 1. Rozstep miedzykwartylowy A(F,T),)

n Rozktad, statystyka
Ca(0,1), M, N(0,1), M, N(0,1), X,
5 0.9455 0.7199 0.6033
15 0.5472 0.4294 0.3483
25 0.4239 0.3348 0.2698
51 0.2968 0.2356 0.1889
101 0.2108 0.1678 0.1342

Final procesu estymacji wielkosci (parametru) p polega oczywiscie na po-
daniu przedzialu ufnosci na zadanym poziomie ufnosci v, co ma nam daé
wyobrazenie o wielkosci btedu estymatora. W celu zbudowania takiego prze-
dziatu wystarczy wyznaczyé kwantyle x 1y 0Tz T14y takie, zeby

Pp{riy < M, <144} =7.
2 2

Korzystajac z (4) otrzymujemy przedzial ufnosci
1 1 1
(5) Mn—F_l B_l( -1-7771—1- ’n“‘ )’
2 2 2

M. _ ! B,1<1—fy.n+1 n—l—l) .
" 2 7 2 7 2

Gdy F jest rozktadem Cauchy’ego Ca(0,0), to F~1(t) = o-tg[(t—0.5)n]. W
przypadku innych, dowolnych ale ustalonych rozktadéw F', sprawa moze sie
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obliczeniowo komplikowaé, ale pojawiajace sie trudnosci sa tylko techniczne.
Jezeli rozktad F bledu jest symetryczny wzgledem zera, to otrzymany prze-
dzial ufnosci jest symetryczny wzgledem zaobserwowanej wartosci M, esty-
matora mediany.

5. Ztozony model pomiaru z mediang p. Rozpatrzmy model po-
miaru (1) z nieznanym rozkladem F' € F bledu £ o medianie réwnej zeru.
Jezeli proba X1, Xs, ..., X, ma nieparzysta liczbe n elementéw, to M, jest
medianowo-nieobciazonym estymatorem mediany p obserwacji: wynika to
natychmiast z wzoru (3):

n+1 n—i—l)_ <1.n—|—1 n—i—l) 1
= Z =5

Pty <y = B (FO 5 LA

Jak juz wspominalem, przypadkiem parzystej liczby n obserwacji zajme sie
oddzielnie.

Przedzial (5) jest oczywiscie nadal przedzialem ufnosci dla mediany, ale
problem polega na tym, ze skoro nie znamy F', to z tego wzoru nie mamy
wielkiego pozytku. Zeby wyobrazi¢ sobie skale pojawiajacych sie trudnosci
pomyslmy o F' w modelu gaussowskim jako o rozkladzie normalnym N(0, o)
z nieznanym odchyleniem standardowym o: przedzial ufnosci dla u buduje
sie wtedy z wykorzystaniem rozktadu Studenta, a nie rozkltadu normalnego.
Trudnosci pojawiajace sie¢ wtedy, gdy F jest rodzina symetrycznych rozkta-
déw a-stabilnych, wydaja sie nie do pokonania na obecnym etapie wiedzy
o estymacji parametréow takich rozktadow.

Chociaz moze si¢ to wydawaé paradoksalne, pewnym wyjsciem jest wte-
dy rozszerzenie rodziny F nieznanych rozktadéw do wielkiej nieparametrycz-
nej rodziny wszystkich rozkltadéw o ciagtych i Scidle rosnacych dystrybuan-
tach. Uzylem tutaj okreslenia ,wielkiej”, bo jezeli rozktad F' pewnej zmien-
nej losowej X nalezy do tej rodziny i jezeli g jest Scisle monotonicznym
przeksztalceniem prostej, to rozklad zmiennej losowej g(X) réwniez nalezy
do F. Konstrukcja przedzialu ufnosci dla mediany pr rozktadu F € F wy-
maga teraz jednak zupelnie innego podejscia: przedzial ufnosci przyjmuje
posta¢ (Xkun, Xn—k+1.n), gdzie dla danej liczby n, liczbe k wyznacza si¢
jako najwieksza (!) liczbe, dla ktérej przy zalozonym poziomie ufnosci

Pp{Xgm < pr < Xp_py1n} >, dla kazdego F € F.

Okazuje si¢ to bardzo tatwe: wystarczy pamigtaé, ze jezeli zmienna losowa
X ma rozklad o dystrybuancie F' € F, to zmienna losowa Y = F(X) ma
rozklad jednostajny U(0, 1), a zmienna losowa F'(X}.,) ma taki sam rozklad
jak k-ta statystyka pozycyjna z n-elementowej préby z rozktadu U(0,1).
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Mamy wiec

S Unkarl:n}

N =

PF{an < HF < ankJrl:n} = P{Ukn <

1 n n—k n
-(2) 5 0)
s=k
gdzie P{} bez zadnego wskaZnika oznacza prawdopodobienistwo w rozkladzie
jednostajnym U(0,1). Jest to wynik podrecznikowy, a wartosci k odpowied-

nie dla danych n i v mozna tatwo porachowa¢ lub znalezé w tablicach lub
pakietach komputerowych.

6. Mediana M,, z proby o parzystej liczbie obserwacji n. Roz-
wazam mediane prébkowa wedlug definicji (2). Podam dwa wyniki mogace
budzié¢ niepokdj.

Pierwszy wynik. Wezmy pod uwage efektywno$é mediany w stosunku
do $redniej arytmetycznej ($rednia arytmetyczna w modelu gaussowskim
jest estymatorem nieobciazonym o jednostajnie minimalnej wariancji), zde-
finiowang wzorem

Var(X,)
en) = Var(M,)"
Ponizsza Tab. 2 pokazuje wartosci e(n) dla przypadku rozkladu normalnego
N(0,1) i jednostajnego U(0, 1):

Tab. 2. Efektywnosé¢ e(n) mediany

n N(0,1) U(0,1)
1 1.000 1.000
2 1.000 1.000
3 0.743 0.556
4 0.838 0.625
5 0.697 0.467
6 0.776 0.519
7 0.679 0.429
8 0.743 0.469
9 0.669 0.407
10 0.723 0.440

Czyz nie wyglada na paradoks fakt, ze zwiekszenie licznosci préby z 2n do
2n+1 pogarsza efektywnos¢ estymatora?

Drugi wynik. Niech, jak wyzej, F oznacza rodzine wszystkich rozkta-
déw o ciaglych i $cidle rosnacych dystrybuatach i niech Med(F,T) oznacza
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mediane rozktadu statystyki T, gdy préba pochodzi z rozktadu o dystrybu-
ancie F. Niech mp = F~!(1) oznacza mediane rozkladu F € F. Okazuje

sig, ze dla kazdej liczby C' > 0 znajdzie si¢ taki rozktad F' € F, ze
Med(F, Ms,,) —mp > C,

co oznacza, ze mediana rozkladu estymatora moze by¢ dowolnie daleko od
estymowanej mediany rozkladu. Praktyczny wniosek jest nastepujacy: jezeli
trafi mi sie préba z parzysta liczba obserwacji, wyrzucam jedng z nich.

7. Komentarz bibliograficzny. W artykule nie ma nowych wynikéw
naukowych: oryginalne (tak przypuszczam) jest ujecie problemu dylematu
Srednia arytmetyczna czy mediana” w modelu pomiaru X = py+e. W dys-
kusji tego modelu przechodze kolejno przez model gaussowski, model z roz-
ktadami o ttustych ogonach i w koficu model nieparametryczny. Model gaus-
sowski, gdy € ~ N(0,0), jest klasyczny i szczegbly estymacji p mozna zna-
lez¢ we wszystkich podstawowych podrecznikach statystyki matematycznej.
Jest ich duzo i sa tatwo dostepne; ja sam najchetniej korzystam z monogra-
fii Bartoszewicza (1996), Krzyski (1996, 1998) oraz Magiery (2005, 2007).
Model z rozkladami a-stabilnymi jest naturalnym rozszerzeniem modelu
gaussowskiego; wiecej informacji o tych rozkladach mozna znalezé u Ma-
giery (2005), a w kontekscie matematyki finansowej u Werona et al. (1998)
i Cizeka et al. (2005). Rozklady a-stabilne maja ogony rzedu x—¢, ale nie
musza by¢ az tak tluste po to, zeby mediana dominowala $rednia arytme-
tyczna. Méwi o tym Niemiro (1999); pojawia sie to juz w przypadku rozktadu
Laplace’a z ogonami rzedu exp(—z) (przypominam, ze rozklad normalny ma
ogony exp(—ax?). Tab.2 pochodzi z pracy Hodges et al. (1967), a drugi wynik
po raz pierwszy pojawil sie w pracy Zielinski (1995), ale w duzo latwiejszy
sposOb mozna go wydedukowaé z ogdlniejszego twierdzenia z pracy Zielinski
(2007). Bardziej szczegdtowe informacje o kwestiach poruszonych w artykule
kazdy moze sobie sam ,wygooglowad”.
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The arithmetic mean and the median

Abstract. Beginning with the statistical model X; = p + ¢4, = 1,2,...,n, g — an
unknown constant to be estimated and ¢; independent identically distributed N (O, 02)
random variables, models with heavy tails (a-stable) distributions as well as nonparametric
models are discussed. Confidence intervals for p are presented.
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