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Streszczenie. Praca jest artykulem wspomnieniowym o prof. Stanistawie Trybule.
Wprowadza ona czytelnika w tematyke tzw. gier czasowych (gamet of timing), beda-
cych w kregu jego gléwnych zainteresowan w ostatnich dwudziestu latach. Gry czasowe
stanowig jeden z istotnych dziatéw studiowanych w teorii gier. Opisuja one pewien szcze-
gblny rodzaj sytuacji konfliktowych miedzy dwiema antagonistycznymi stronami, gdzie
kazda z nich musi zdecydowaé, w jakich momentach pewnego ,przedzialu czasowego” na-
lezy podjaé¢ konieczne decyzje, aby ich skutek byl dla niej najkorzystniejszy. Specyfika
w zalozeniach takich modeli jest to, ze obie strony przy okreslaniu takich ,joptymalnych”
momentéw podejmowania swych decyzji musza kierowaé sie¢ dwiema nawzajem sprzecz-
nymi zasadami. Pierwsza z nich méwi, ze dla kazdej ze stron korzystniej jest podjaé de-
cyzje jak najpoézniej, gdyz wtedy oparta jest ona na doktadniejszej informacji zdobywanej
w dluzszym czasie (tj. do momentu jej podjecia), co skutkuje wicksza jej efektywnoscia.
Natomiast wedtug drugiej zasady, wczeéniej podjeta efektywna decyzja ktorejkolwiek ze
stron eliminuje ostatecznie drugg strone z ,gry”. Prof. Trybutla studiowal wszechstronnie
w swych pracach wiele réznych modeli gier czasowych (w 23 opublikowanych artykutach),
znajdujac miedzy innymi optymalne strategie zachowania dla obu stron w tak opisanych
sytuacjach konfliktowych.

W pierwszej czesci pracy czytelnik zostaje zaznajomiony z ogblng definicja gier czaso-
wych i ich teoretyczng struktura. Nastepnie szeroko przedstawiona jest historia rozwigzan
réznych, wielodecyzyjnych gier czasowych od poczatkéw teorii, z uwzglednieniem réznych
wersji ich mozliwych modeli (dyskretne, nie-dyskretne, gtosne, ciche, klasy 11 II). W kolej-
nym rozdziale przedstawiona jest pewna, unifikujaca teoria opisujaca podstawy wzajem-
nych zwiazkéw pomiedzy grami czasowymi dyskretnymi i nie-dyskretnymi, stanowiacymi
gltéwny podzial dla tych gier. Praca konczy si¢ rozwazaniami nad pewnym, szczegdlnym
przypadkiem gry czasowej klasy II przedstawionej w konwencji pojedynku dwéch graczy
i rozwiazanej przez prof. Trybule, dla ktérego bez trudu mozna znalezé realistyczna in-
terpretacje modelu ,walki” handlowej lub marketingowej dwéch firm na rynku. Pokazuje
ona, ze nawet w prostym, wydatoby si¢, modelu takiej gry, poszukiwanie postaci strategii
optymalnych prowadzi do bardzo skomplikowanych rachunkéw, a zastuga autora jest to, ze
potrafil wyprowadzi¢ z nich zwarte explicite formuly strategii umozliwiajace dowiedzenie
ich optymalnosci.

Stowa kluczowe: gry czasowe, gloéne, ciche, klasy I i II, dyskretne, nie-dyskretne, opty-
malne, historia gier czasowych.
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1. Wstep. Profesora Stanistawa Trybule spotkatem po raz pierwszy
w wrzesniu roku 1972, kiedy to rozpoczatem prace w Instytucie Matematyki
Politechniki Wroctawskiej, dotaczajac do grupy asystentéw uczestniczacych
w prowadzonym przez niego seminarium ze statystyki i teorii gier. Prof.
Trybuta zafascynowany juz wtedy problematyka gier czasowych, spowodo-
wal, ze ten entuzjazm udzielil sie mnie i tréjce moich kolegéw, Antoniemu
Styszynskiemu, Krzysztofowi Ortowskiemu i Andrzejowi Cegielskiemu. I tak
w okresie nastepnych dziesieciu lat bardzo aktywnie wlaczyliSmy sie w bada-
nia tych gier, czego owocem bylo powstanie w ramach naszej czworki okoto
25 prac zawierajacych wiele istotnych uogélnienr dotychczasowych wynikow.
Nalezy tu wspomnieé, ze bez entuzjazmu Profesora, bez Jego wielogodzin-
nych dyskusji z nami, i bez Jego idei i pomystéw, ktérymi sie szczodrze
z nami dzielil, wiekszos¢ z tych prac nigdy by nie powstata. Tak wiec, mimo,
ze prof. Trybula nie pojawit sie formalnie jako wspétautor tych prac, poprzez
swoje zaangazowanie, pomoc i dyskusje w trakcie ich powstawania, byt On
realnie ich wspoétautorem. Dodatkowym efektem opieki Profesora nad nasza
czworka byly cztery nasze doktoraty i jedna habilitacja — wszystkie w pro-
blematyce gier czasowych.

W latach nastepnych, ja i moi koledzy powoli ,,odchodziliémy” od gier
czasowych, przechodzac do badan w innych dziedzinach. Jednakze wtedy,
juz w latach dziewieédziesigtych, prof. Trybuta powrécit do swej fascynacji
grami czasowymi i ostatnie kilkanascie lat swego zycia pos$wiecit ich dal-
szemu badaniu. W tym okresie opublikowal 23 prace z gier czasowych, bada-
jac réznorakie ich modele, co omawiam bardziej szczegdélowo w podrozdziale
3.8. Oczywiscie wktadem prof. Trybuly w rozwéj teorii gier czasowych sg nie
tylko Jego wlasne prace z tej tematyki, ale takze prace calej naszej czworki,
o0 czym juz wczeSniej wspomniatem. Dlatego tez, w rozdziale 3. omawiam
histori¢ rozwoju gier czasowych, gdzie nasz wklad (a wiec i Profesora) jest
wyraznie pokazany.

Jesli chodzi o organizacje niniejszego artykutu, to jest ona nastepujaca.
Rozdzial 2 zapoznaje czytelnika z ogélna definicja gier czasowych i wpro-
wadza w ich tematyke. Rozdzial 3 omawia szczegétowo historie gier czaso-
wych. Rozdziat 4 jest po$wiecony wprowadzeniu czytelnika w teorie zwigz-
kéw miedzy grami czasowymi ,dyskretnymi” i ,cigglymi”, co jak wydaje
sie, pozwoli rozbudowaé intuicje umozliwiajace mu lepsze zrozumienie tych
gier. W rozdziale 5. omawiam pewien szczegblny model gry czasowej badany
i rozwigzany w jednej z prac przez prof. Trybute. Pokazuje ona szczegdlne
zdolnosci profesora radzenia sobie z ,komplikacjami rachunkowymi” przy
poszukiwaniu spéjnych formutl opisujacych badane obiekty.

2. Wprowadzenie do ogdlnej definicji gier czasowych. W roku
1948, amerykanska korporacja RAND (RAND Corporation) stworzyla ze-
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spot naukowcéw zlozony z matematykéw, statystykow, ekonomistéw i psy-
chologéw do badania réznych probleméw zwiazanych z aspektami ,niepew-
nosci” w O6wczesnym globalnym $wiecie. Jednym z rezultatéw tych studidw,
osiggnietych w ramach tego programu, bylo rozwiazanie wielu zagadnien
sformutowanych w postaci odpowiednich problemoéw dla dwuosobowych gier
o sumie zerowej, nazywanych pojedynkami, czy tez grami czasowymi (kiedy
opisywaly zjawiska w nieco ogélniej). Jeden z czlonkéw tego zespolu, ma-
tematyk David Blackwell, szczegdlnie mocno przyczynit sie do rozwiniecia
problematyki sformutowania w jezyku teorii gier wielu praktycznych pro-
bleméw i do znalezienia rozwigzan dla wielu takich gier. Wspotpracowat on
z wielu innymi znanymi matematykami, miedzy innymi z A. Girshickiem,
L. S. Shapleyem, R. Bellmanem i I. Glicksbergiem, inicjujac w tamtym cza-
sie powstanie nowej problematyki w ramach gier o sumie zerowej i trafnie
rozpoznajac szeroki zakres mozliwych zastosowan gier czasowych, w szcze-
gblnoéci w opisywaniu i wyjasnianiu réznych konfliktowych sytuacji na polu
ekonomii i na polu militarnym.

Od tego czasu zostalo sformutowanych wiele ogdlnych probleméw w dzie-
dzinie tych gier i otrzymano wiele interesujacych wynikéw. Jednak, zeby
mozna byto powiedzieé o tym co$ wiecej, musimy podac¢ na poczatku defini-
cje gry czasowej w formie na tyle ogdlnej, zeby znalazta sie tam cata bogata
klasa takich gier studiowanych w literaturze. Zrobimy to w nieco innej (ale
w réwnowaznej) konwencji, niz pionierzy tej dziedziny.

Rozwazmy nastepujacy model gry o sumie zerowej: w grze bierze udzial
dwéch graczy, 11 I (opisywanych takze w dalszej czesci pracy liczbami 1
i 2), z poczatkowymi wielkoSciami odpowiednio E; i Fy pewnych ,jedno-
rodnych zasobdéw”. Zaklada sie, ze gracze moga w dowolny sposéb ,utylizo-
waé /rozprowadzaé” czes$é lub calos$é swoich zasobéw w pewnym ograniczo-
nym przedziale czasowym, przyjetym dla obu graczy jako przedzial [0,1].
Rozprowadzanie zasobéw odbywa sie wiec w czasie.

W konsekwencji, zachowanie graczy w tej grze moze by¢ opisane pewna
para (1, o) dwoch miar na przedziale [0, 1]. Miary te odzwierciedlaja spo-
sOb rozprowadzania zasobdw przez graczy.

Dalej zaktada sie, ze dla kazdego mozliwego ,wyniku gry” w postaci
pary miar (u1, o), gracz I ;wygrywa” od gracza II warto$é¢ K (uq, o), gdzie
K jest pewna ustalong ,funkcja wyptaty”. Celem gracza I jest zmaksyma-
lizowanie wygranej K (u1,ps2), podczas gdy gracz II dazy do jej zminima-
lizowania. W opisie i dokladniejszej analizie takiej gry nastepna jej cecha
musi zostaé¢ ,,dodefiniowana”. Mianowicie to, czy oponent gracza i, ¢ = 1, 2,
jest w stanie §ledzi¢ historie gry, tzn. czy moze on na biezaco obserwowaé
sposéb rozdzielania zasobow przez gracza i? Jesli tak, méwimy, ze gracz ¢
dysponuje zasobami glosnymi. Jesli nie, to méwimy, ze dysponuje on zaso-
bami cichymi. Tak wiec wskazany typ zasobow graczy prowadzi do jednego
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z trzech mozliwych typéw gier czasowych: gra Iy, (glosna), w ktorej obaj
gracze dysponuja glosnymi zasobami, I'.. (cicha), w ktérej obaj gracze dys-
ponuja zasobami cichymi, oraz gra [,., (mieszana), w ktérej gracz I ma
glosne, a gracz II ciche zasoby.

Jest oczywiste, ze mozliwa struktura strategii zachowania gracza w grze
zalezy istotnie od typu zasobéw jego przeciwnika i jest o wiele bardziej
skomplikowana w sytuacji, gdy te zasoby sa gloéne, niz gdy sg ciche.

Nietrudno jednak zauwazyé, ze kazda taka uogdiniona gra czasowa jest
calkowicie zdeterminowana przez nastepujace dwa czynniki: (1) przez infor-
macje o typie zasob6éw (ciche, glosne) bedacych w dyspozycji graczy i (2)
przez modyfikacje tej uogdlnionej gry czasowej polegajacej tylko na tym,
ze typ zasobow graczy zostaje zamieniony na ,cichy”, czyli gracze zostaja
pozbawieni wszelkiej mozliwej informacji o zachowaniu swych przeciwnikow
w czasie gry. Ta modyfikacja, uniezalezniajaca gre czasowg od typu zaso-
béw graczy, bedzie dalej nazywana jej grg bazowgq, a jej posta¢ normalng
opiszemy przez

(1) I'=(&,8,K),

z nastepujaca interpretacja: dla ¢ = 1, 2, zbiory &; sa zbiorami elementéw
opisujacych wszystkie mozliwe realizacje rozprowadzenia zapaséw przez od-
powiednio graczy 1iII, ,wzdluz” przedziatu czasowego [0, 1] (wygodnie jest
te realizacje utozsamié¢ z miarami na [0, 1]), a K jest funkcja wyplaty (dla
gracza I), okre$lona na wszystkich parach takich realizacji.

I tak na przyktad w grze o typie pojedynku na przedziale czasowym
[0,1], w ktérym obaj gracze dysponuja tylko po jednej akcji, mozna kazda
z nich utozsamié z zapasami wielkosci 1, a wszystkie mozliwe realizacje roz-
prowadzenia zapaséw graczy moga by¢ opisane (niezaleznie od rodzaju tych
akcji — typu glosnego lub cichego) przez dowolne pary liczb (z,y) z prze-
dziatu czasowego [0, 1] oznaczajacych odpowiednio momenty utylizacji akcji
graczy 11 II. Z kolei kazda taka pare liczb (x,y) mozna utozsamié z para
miar probabilistycznych (6(z),d(y)) skoncentrowanych catkowicie w punk-
tach z i y, lepiej odzwierciedlajacych realizacje utylizacji ,niepodzielnych”
zapaséw (o wielkosci 1) obu graczy, czyli ich akcji. A wigc gry bazowe dla
wspomnianych wyzej gier czasowych o typie pojedynkéw zaréwno z ak-
cjami cichymi, jak i glo$nymi sa identyczne, ze wspdlng ich funkcja wy-
platy K(z,y) = K(6(x),0(y)) i z identycznymi zbiorami strategii graczy
51 = 52 = {5(2’) VAN [O, 1]}

Wobec tego, co powiedziano powyzej, jest naturalnym zalozyé o grze
bazowej (1) dowolnej uogélnionej gry czasowej, ze dla i =1, 2:

(A1) przestrzen strategii &; gracza i jest pewnym podzbiorem klasy
wszystkich miar p; na zbiorach borelowskich przedzialu [0,1], spelniajgcych
warunek 1;([0,1]) < E; (tu p;(][0,t)) jest interpretowana jako ta wielko§é
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zasobow i-tego gracza, ktora zostala wykorzystana do momentu ¢, a sama
i oznacza strategie czysta gracza);

(A2) K : & x E — R jest funkcjg wyplaty (opisujaca oczekiwana wy-
grana przez gracza 1 wyplacana przez gracza 2).

Mozna natychmiast zauwazyé, ze posta¢ normalna gry I,.. jest iden-
tyczna z jej gra bazowg I, ale nie jest to dalej prawdziwe dla gier I'yy i L.
W pracy Radzika i Goldmana [30] pokazano, ze posta¢ normalna gry I
jest calkowicie zdeterminowana przez gre bazowsg I’ i informacje o typie
zasobdw graczy, i to samo pozostaje prawdziwe jedynie dla pewnych przy-
padkéw gry I,. Ogoélnie jednak, problem wzajemnych zwigzkéw pomiedzy
grami I' i I';, jest bardzo zlozony i raczej daleki od ostatecznego rozwig-
zania. W tejze pracy pokazano rowniez, ze jesli gra bazowa I’ ma wartosé
v osiaggana w pewnych strategiach czystych (u1,u2), to wszystkie gry cza-
sowe Ie, Iye, Iy i Igq, dla ktorych I' jest ich wspolng gra bazows, maja
taka sama wartos¢ v, a (u1, 1) jest para strategii optymalnych graczy we
wszystkich tych czterech grach.

Jesli gra bazowa I, a wiec i rownowazna jej I.., nie maja wartosci w stra-
tegiach czystych, wtedy mozna badaé ich probabilistyczne rozszerzenia, szu-
kajac wartosdci gry I.. i optymalnych strategii mieszanych graczy. Wtedy
jednak pozostale trzy gry czasowe I'y., Ivq i Iy,, wywodzgce si¢ od tej gry
bazowej, beda juz najczesciej mialy inna wartosé i inne strategie optymalne
(czyste lub mieszane) dla graczy.

Rozwazmy teraz nastepna mozliwa wlasciwo$é zasobdéw graczy, ktore
moga by¢ dwojakiego rodzaju: niepodzielnego — kiedy zasoby gracza skta-
daja sie jedynie z pewnej skonczonej liczby niepodzielnych ,akcji”, kazda
o tej samej wielkoéci 1, i kazda z nich moze by¢ ,zutylizowana” tylko w ja-
kimkolwiek momencie przedziatu czasowego [0,1]; oraz drugi rodzaj zaso-
béw: podzielny — gdy gracz je posiadajacy jest zdolny rozdzielaé¢ je w czasie
w spos6b catkowicie dowolny (ciagly lub nieciagly), w tym przedziale. To
daje asumpt do rozwazania nastepnych trzech typdéw gier czasowych: dys-
kretna — gdy obaj gracze maja zasoby tylko niepodzielnego typu, niedy-
skretna — gdy obaj maja zasoby podzielne, oraz mieszana w sytuacji, gdy
jeden z graczy ma zasoby jedynie podzielne, a drugi jedynie niepodzielne.
Tak wiec modele gier czasowych moga byé¢ analizowane pod katem réznych
mozliwych konfiguracji wlasciwosci zasobéw (glosne, ciche, dyskretne i nie-
dyskretne). W pracy bedziemy wykorzystywaé symbole Igq(k,1), Itc(k,1)
lub I'y.(k,l) dla oznaczania dyskretnych gier czasowych z odpowiednio k i
niepodzielnymi akcjami bedacymi w dyspozycji graczy 112, i z odpowiednim
typem akcji (gloény, cichy). Analogicznie, przez I,4(E1, E2), Lec(E1, E2)
lub I’ ge(E1, F2) beda oznaczane takie niedyskretne gry czasowe, gdzie E)
i By sa wielkoSciami zasobow posiadanych przez graczy. W koncu, T vg(k, E)



72 T. Radzik

i fcc(k‘, E) oznaczaja takie gry czasowe, gdzie gracz 1 ma k niepodzielnych
akcji, a gracz 2 ma tylko podzielne zasoby w ilosci F.

Historycznie, pojecie klasycznych pojedynkéw (dyskretnych i niedyskret-
nych) jest zarezerwowane dla pewnej podklasy uogdlnionych gier czasowych,
takich, ze funkcja wyplaty K ich bazowych gier I' (opisujaca wygrana gra-
cza 1) jest zgodna z nastepujacymi pigcioma zalozeniami o grze. Mianowicie,
zaktada sie wtedy dodatkowo:

(B1) dlai =1, 2, gracz i podejmujgcy jedng ze swoich akcji (jakakolwiek
niepodzielng jednostke ze swoich zasobéw) w pewnym momencie t € [0,1],
sodnosi sukces” z prawdopodobienistwem P;(t); o funkcji P;(t), tzw. funkcji
celnosci lub sukcesu zwigzanej z tym graczem i znanej obu graczom, (zwykle)
zaklada sig, ze jest niemalejaca i ciagla, spelniajaca réwnosci, P;(0) = 0
iP(1) =1

(B2) gracze podejmujg swoje dzialania w grze niezaleznie od siebie, tj.
nie uzyskujg zadnej informacji w czasie gry o zachowaniu swych przeciwni-
kow;

(B3) zdarzenia opisujgce nieodniesienie sukcesu przez gracza w kazdych
dwu réznych, rozlgcznych podprzedzialdw przedzialu czasowego [0, 1] sq nie-
zalezne;

(B4) gra sie konczy w pierwszym momencie odniesienia sukcesu przez
ktoregokolwiek z graczy, lub, jezeli to nie nastgpi, w chwili t = 1;

(B5) wygrang w grze dla gracza 1 definiuje sie jako +1, —1 lub 0, od-
powiednio w nastepujgcych trzech przypadkach: (a) gra konczy sie sukcesem
tylko gracza 1; (b) tylko gracz 2 odnosi sukces; (c) gra sie koriczy wspdlnym
sukcesem obu graczy, lub Zaden z graczy nie odnosi sukcesu w grze.

Dla pojedynkéw dyskretnych typu Igq(k,l), LTec(k,l) lub I'y.(k,1) pie¢
dodatkowych zalozen wprowadzonych powyzej determinuje jednoznacznie
funkcje wyplaty K w bazowej, wspélnej grze I'. Mozna ja réwnowaznie
przedstawié¢, jako funkcje K k + [ zmiennych, zdefiniowana na produkcie
zbioréw

X={z,€[0,1]":0<z, <azy<...<z, <1}

Y={nel01]:0<y <y<...<y <1k
tu ; 1 y; opisuja momenty, w ktérych odpowiednio gracz 1 podejmuje swoja
i-ta akcje, a gracz 2 podejmuje swoja j-ta akcje. Teraz po utozsamieniu
wektoréw Zj z miarami pu; o catkowitej masie k£ i skoncentrowanymi we
wspélrzednych x; wektora Zj z masa 1 w kazdym z nich (i analogicznie
dla ), pojedynki dyskretne pozostaja w catkowitej zgodnosci z konwencja
definicji gry bazowej I'.
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Jesli chodzi o pojedynki niedyskretne, to funkcja wyptaty K w ich grze
bazowej I' nie jest jednoznacznie wyznaczona przez wczesniej postawione
warunki (B1)—(B5). Ale, jak okazuje si¢, po dodaniu do nich jeszcze jednego
warunku (takze bardzo blisko zwiazanego z dyskretnymi i niedyskretnymi
pojedynkami), jednoznaczno$é funkcji K moze byé zapewniona. Bedzie to
szeroko dyskutowane w rozdziale 4. Natomiast w nastepnym rozdziale przed-
stawiamy historie badan i uzyskanych wynikéw w dziedzinie wielodecyzyj-
nych gier czasowych.

3. Historia rozwigzan wielodecyzyjnych gier czasowych. Od roku
1948, kiedy to zostaly sformulowane pierwsze modele pojedynkéow dyskret-
nych, otrzymano wiele interesujacych rezultatéw w dziedzinie gier czaso-
wych. Gléwng trudnoscia w badaniu takich gier byla (i jest w dalszym
ciagu) sytuacja, ze wciaz nie znamy takich ogélnych twierdzen w teorii gier,
ktore dawalyby odpowiedz na pytanie o istnieniu wartosci gier czasowych
i optymalnych strategii graczy. Nawet w najprostszych przypadkach dyskret-
nych, cichych pojedynkéw, funkcja wyptaty jest funkcja nieciagta. Z drugiej
strony, struktura pojedynkéw z akcjami gtosnymi jest niestychanie ztozona,
poniewaz strategie graczy musza zaleze¢ nawzajem od naplywajacej w czasie
gry informacji o zachowaniu ich oponentéw w calym przedziale czasowym.
W ten sposob gry te staja sie w istocie grami ekstensywnymi z nieciagltymi
funkcjami wyptaty i z kontinuum mozliwych alternatyw w kazdej pozycji.

To krétkie wprowadzenie wystarczajaco zaznajamia czytelnika z poten-
cjalnymi, ogromnymi trudnoéciami, jakie pojawiaja sie przy badaniu gier
czasowych. Ponizej, w dziewieciu czesciach, przedstawiamy historie proble-
moéw i uzyskanych wynikéw w tej dziedzinie.

3.1. Poczqtki teorii. Niech I'(k,l) oznacza klase pojedynkéw dyskret-
nych (gier czasowych), zawierajacych takie gry z cichymi i glo$nymi ak-
cjami w trzech podstawowych konfiguracjach, tj. gier Iy4(k,l), Itc(k,1)
i Iye(k,1). Pierwsze przypadki gier I'(1,1) zostaly sformulowane i rozwia-
zane przez amerykanskich matematykéow w latach 1948-1953, w ramach ra-
portéw RAND Corporation. W szczegdlnoécei tacy matematycy, jak Blac-
kwell, Shiffman, Girshick, Bellman, Glicksberg i Shapley sformutowali i roz-
wiagzali wiele typéw réznych modeli pojedynkow.

Jesli chodzi o pierwsze, wazniejsze prace o pojedynkach typu I'(1, 1), to
mozemy tu wyliczyé¢ prace Blackwella [2, 3], Blackwella i Girshicka [4] oraz
Bellmana i Girshicka [1]. Pierwsze dwie prace analizuja pojedynki z dowol-
nymi funkcjami celnosci. W pierwszej z nich znaleziono rozwiazanie ogdlnego
glosnego pojedynku I'y4(1,1), przy ostabionym zalozeniu, ze funkcje celno-
$ci nie musza by¢ monotoniczne. Z kolei, druga z tych prac daje rozwigzanie
ogélnego cichego pojedynku I..(1,1), przy czym zastosowano tam pewne
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rozszerzenie techniki poszukiwania tzw. optymalnych strategii wyréwnuja-
cych. W nastepnych dwéch pracach sa studiowane nieco wzbogacone modele
pojedynkéw, przy zalozeniu, ze Py (t) = Py(t) =t dla t € [0, 1]. Mianowicie,
w pierwszej z nich jest analizowana gra I,,(1,1) przy zalozeniu posiadania
losowych akcji (tj. mozliwych do podjecia tylko z pewnym prawdopodobien-
stwem) przez graczy, podczas gdy w drugiej pracy jest studiowany pojedynek
I'..(1,1) na przedziale czasowym [c, 1], gdzie ¢ € (0, 1).

3.2. Gry czasowe klasy I i II. Najbardziej ogélne wyniki w dziedzinie
cichych gier czasowych na kwadracie jednostkowym typu I..(1,1), z ogdlnag
funkcja wyplaty K (x,y) $cisle monotoniczna po kazdej zmiennej, naleza do
Shiffmana [33] — dla modelu symetrycznego (K(z,y) = —K(y,x)), i do
Karlina [12] — dla modelu niesymetrycznego. Pierwszy z tych autoréw po-
kazal, ze rozwiazanie w przypadku symetrycznym, ktore jest identyczne dla
obu graczy, przybiera jedna z pieciu mozliwych postaci i moze by¢ uzyskane
przez rozwiazanie pewnego réwnania catkowego drugiego rodzaju. Karlin
[12] rozszerzyl rezultat Shiffmana do przypadku niesymetrycznego, poka-
zujac, ze analogiczna metoda prowadzi do koniecznosci przeanalizowania
czternastu mozliwych przypadkéw. Metoda znajdowania rozwiazan dla gier
czasowych w obu wspomnianych pracach odwotuje sie w sposéb istotny do
teorii dodatnich operatoréw catkowych.

Ogdlnie zaklada sie o funkcji wyplaty K (x,y) w takich grach, ze jest nie-
malejaca wzgledem x i nierosnaca wzgledem y odpowiednio ponizej i powy-
zej przekatnej, i z mozliwymi nieciaglosciami na niej. Takie gry (zawierajace
w sobie takze gry czasowe [.) nazywane sa w literaturze grami czasowymi
klasy II. Warto tu takze wspomnieé, ze byly réwniez badane gry czasowe
klasy IT w wersji gier o sumie niezerowej, a pewne cze$ciowe rezultaty mozna
znalezé w pracy Sudzute [36].

Nastepny ogélny wynik dotyczacy gier I'(1,1) znajduje sie w pracy
Glicksberga [11]. Autor ten znalazl rozwiazanie ogélnych dyskretnych glo-
$nych gier czasowych typu I44(1,1). Gry takie, nazywane w literaturze grami
czasowymsi klasy I, tym sie réznia od analogicznych gier czasowych klasy 11,
ze wartosci ich funkcji wyplaty K (x,y) nie zaleza od wigkszej ze zmiennych
x, y. Poza tym, niezaleznie od poprzedniego autora, réwniez Karlin [12]
otrzymal rozwigzanie tego problemu, nawet w nieco pelniejszej postaci, sto-
sujac metode sprowadzenia tych gier do granicy pewnego ciagu gier czaso-
wych klasy II i analizy granicznych wtasnosci ich strategii optymalnych.

3.3. Glosne dyskretne pojedynki. Omowimy teraz historie bardziej zto-
zonych dyskretnych gier czasowych Iy, (k, 1) z liczba posiadanych akcji przez
graczy wieksza od 1. Niestety, brak tu rezultatéw o takim stopniu ogdlnosci,
jakie zostaly otrzymane dla gier czasowych klasy 1 i II przez Glicksberga
i Karlina. Mimo to rozwiazano wiele interesujacych i bardzo trudnych pro-
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bleméw dotyczacych tej tematyki. Pierwszy z tych rezultatéw znajduje sie
w ksiazce Blackwella i Girshicka [5], gdzie autorzy znalezli rozwiazanie glo-
$nego pojedynku Iy, (k, 1) z dowolng liczba akcji u graczy, k, [ > 1, 1 z réw-
nymi funkcjami celnosci Py (t) = Py(t) = t. Autorzy pokazali, ze wszystkie
te pojedynki Ig4(k,1) maja wartosci i skonstruowali e-optymalne strategie
dla obu graczy o rekursywnej strukturze. Niestety, ich metoda nie pozwala
na rozwiazanie takich pojedynkéw przy zalozeniu Pj(t) # Ps(t).

Nastepne istotne uogdlnienie ostatniego rezultatu nalezy do Foxa i Ki-
meldorfa [9], ktérzy rozwiazali glosny dyskretny pojedynek I'y,(k,1) z ogdl-
nymi, ciaglymi i niemalejacymi funkcjami celnosci, z ograniczeniem P;(0) =
0,P;(1) =1 dla i =1, 2. Znalezione tu e-optymalne strategie maja réwniez
rekursywna strukture, ale o wiele bardziej ztozona w poréwnaniu do zna-
lezionych w poprzednim przypadku. Jednakze ich metoda, pomimo ze byta
oparta na wielce ztozonych i subtelnych rozwazaniach, okazata sie nieefek-
tywna przy probie rozwigzania tego pojedynku Ig4(k,l) z calkowicie ogdl-
nym zalozeniem o funkcjach celnosci, 0 < P;(0) < P;(1) <1,i =1, 2. Ko-
lejny autor, Zadan [63], otrzymal nastepny, bardzo istotny wynik dotyczacy
pojedynku Iy, (k, ). Pokazal on z pomoca wielce skomplikowanej teorii, spe-
cjalnie zbudowanej dla potrzeb tego problemu, ze te gry, rozwazane jedynie
przy zalozeniu ciaglosci funkcji celnosci z warunkiem, P;(0) = 0, P;(1) < 1
dla ¢ = 1, 2, wciaz maja wartos¢ i znalazt postaé e-optymalnych strategii
dla obu graczy. Nalezy tu wspomnieé, ze warunek o funkcjach celnosci, przy-
jety przez Zadana, nie mégt byé¢ pominiety ze wzgledu na zastosowana tam
metode rozwigzania problemu.

Zalozenie, P;(0) = 0, i = 1, 2, przyjete w ostatnich trzech pracach
dotyczacych pojedynku I'gq(k,l) bylo konieczne ze wzgledu na zaadapto-
wane tam metody. Znalezione e-optymalne strategie mialty taka rekursywna
strukture, ktéra nie mogta byé¢ przeniesiona na ogdlniejszy przypadek gier
Iyq(k,1) z ograniczeniem, P;(0) > 0, i = 1, 2. To ograniczenie zostalo osta-
tecznie przezwyciezone w pracy Radzika [28], gdzie znaleziono kompletne
rozwiazanie pojedynku Ig4(k,l) z k, | > 1, przy bardzo ogdlnych zaloze-
niach, ze funkcje celnosci sa funkcjami ciggtymi, niemalejacymi, spetniaja-
cymi nieréwnosci, 0 < P;(0) < P;(1) <1,i=1, 2.

W tym celu zostata zbudowana specjalna teoria do analizy wtasnosci
strategii optymalnych i wartosci pewnych gier macierzowych z niepelnymi
zbiorami dopuszczalnych par czystych strategii graczy. Okazalo sie, ze
w przypadku P;(0) > 0 dla i = 1, 2, struktura e-optymalnych strategii jest
o wiele bardziej skomplikowana w poréwnaniu z przypadkami rozwazanymi
w trzech wspomnianych pracach. Na koniec warto dodaé, ze pewne asympto-
tyczne wlasnosci glosnych dyskretnych pojedynkéw (gdy liczby akeji graczy
daza do nieskonczonosci) byly dyskutowane w pracy Kimeldorfa i Langa
[15]. Jednakze, pomimo glebokich i mocno zlozonych rezultatéw otrzyma-
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nych w tej dziedzinie, wciaz nie wiemy, jak rozszerzy¢ wyniki Glicksberga
i Karlina dla gier czasowych I,4(1,1) klasy I do analogicznych gier I'y,(k,1)
przy zatozeniu k, [ > 1.

3.4. Ciche dyskretne pojedynki. Oméwimy teraz historie ogdlnych ci-
chych dyskretnych pojedynkéw I..(k,l) z k, | > 1. Najbardziej przelomowy
rezultat na tym polu znajdujemy w pracy Restrepo [31]. Jest tam pokazane,
ze dla wszystkich k, [ cichy pojedynek I'..(k, 1), z ciagltymi, rézniczkowalnymi
funkcjami celnodci speliajacymi warunki P;(0) =0, P;(1) =11 P/(t) > 0
dlat=1,210 <t < 1 zawsze ma wartos¢ i zostaly tam znalezione opty-
malne strategie dla obu graczy. Pomimo szalenie interesujacych i ogromnie
glebokich rozwazan, metoda zaproponowana przez tego autora okazala sie
niewystarczajaca do znalezienia twierdzenia uogodlniajacego wynik Karlina
o grach czasowych klasy II do wigkszej niz 1 liczby akcji u graczy.

Reasumujac, pytanie, jak rozszerzy¢ rezultat Karlina do ogdlnych gier
czasowych I..(k,l) z k, | > 1, pozostaje wciaz otwartym problemem. Jak
dotychczas, pewne istotne uogdlnienie wyniku uzyskanego przez Restrepo
zostalo otrzymane jedynie w dwéch pracach Cegielskiego [7, 8]. W pierwszej
z nich zalozono, ze liczby akcji bedacych w posiadaniu graczy sa losowe,
podczas gdy w drugiej pracy jest studiowany ten pojedynek przy zalozeniu
P;(1) < 1 dlai =1, 2; wcigz jednak z ograniczeniem P;(0) =0 dlai =1, 2,
przyjetym w obu pracach. Warto tu takze wspomnieé o jeszcze jednej mody-
fikacji gier I'..(k, 1), gdzie w zalozeniach o pojedynku wprowadza si¢ element
op6Znienia co do efektu podjecia akeji przez graczy (Ortowski i Radzik [20]).

3.5. Mieszane dyskretne pojedynki. Jesli chodzi o mieszane dyskretne
pojedynki I',o(k,l), to w tej tematyce nie sa znane jakie§ bardziej ogdlne
wyniki. Wydaje sie, ze tego rodzaju pojedynki sg grami stwarzajacymi ba-
daczom najwieksze trudnosci. Jest bardzo zaskakujace, ze na przyktad nawet
tak prosty pojedynek jak I';c(2,1), przy zalozeniu P;(t) # P»(t), pozostaje
do dzi$ wciaz nierozwigzanym problemem. Jedynie cze$ciowe i bardzo szcze-
gélne problemy w tej tematyce (choé¢ mocno zlozone) zostaly dotychczas
rozwiazane, pomimo ze liczba opublikowanych prac jest raczej znaczaca.

Wyliczymy jedynie kilka najistotniejszych z nich. Dotycza one réznych
modyfikacji takich mieszanych pojedynkéw, najczesciej z ogdlnymi funk-
cjami celnosci. Kurisu [17] rozwiazal pewna klase pojedynkéw I.4(1,1) z ta-
ka modyfikacja, ze akcja gracza II ma wlasnosé ,gtosnosci” ze stalym ,,opdz-
nieniem”; tak wiec ta klasa gier zawiera w sobie oba klasyczne pojedynki
I'g(1,1) i Ie(1,1), jako swoje dwa ekstremalne podprzypadki. W nastep-
nej, interesujacej, pracy [16], Kurisu znalazl rozwiazanie (z pomoca obliczen
komputerowych) pojedynku I'y.(2,1) przy zalozeniu, P (t) = P»(t) =t, ale
zastosowana przez niego metoda nie pozwala na rozwigzanie ogélniejszych
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przypadkéw takich gier. Smith [34] rozwiazal taki model pojedynku, w kt6-
rym gracz I ma jedng cicha i jedna glosna akcje, natomiast gracz II jest
w posiadaniu tylko jednej glosnej akcji. Dalej, Styszynski [35] znalazl roz-
wigzanie ogdélnego mieszanego pojedynku Ic4(k,1) z k£ > 1. Ostatnie dwa
wyniki zostaly uogélnione w dwéch pracach Radzika i Ortowskiego [22, 23],
gdzie jest studiowany taki model pojedynku, w ktérym gracz II ma tylko
jedng gloéna akcje, natomiast gracz I moze posiada¢ dowolna liczbe akcji ci-
chych i glo$nych, ktore z zalozenia musi podejmowaé w dowolnej, ale z géry
zadanej kolejnoéci, znanej graczowi Il na poczatku gry.

Jeszcze inna modyfikacja mieszanych pojedynkéw typu I'(1,1) byla stu-
diowana w pracy Sakaguchiego [32], gdzie dopuszcza si¢ takze sytuacje, ze
gracze moga nie posiadaé¢ akcji, przy czym wiedza oponentéw o tym jest
tylko cze$ciowa. Nalezy tu takze wspomnieé jeszcze o innym modelu poje-
dynku typu I'(1, 1), analizowanym w dwdch pracach Teraoki ([37, 38]), gdzie
wbudowana jest dodatkowa wlasciwos¢ losowego momentu konczenia gry.

3.6. Ciche niedyskretne pojedynki. Nastepng klasa gier czasowych sze-
roko analizowanych w literaturze byly ciche niedyskretne pojedynki ozna-
czane dalej przez I..(E1, F3). Roznia sie one od klasycznych cichych dys-
kretnych pojedynkéw tym, ze gracze dysponuja mozliwoscig catkowicie do-
wolnego sposobu (,ciagltego” lub ,nieciagglego”) rozdzielania swoich zasobdéw
swzdtuz” przedziatu czasowego. Kompletne rozwiazanie takiej gry mozna
znalezé w ksiazce Karlina [13]. W tym modelu zaklada sie, ze gracze moga
rozdziela¢ swoje zasoby jedynie w sposéb ,ciagly” "wzdluz” przedziatu cza-
sowego [0, 00), zgodnie z jakakolwiek, ale ograniczong intensywnoscia. R6w-
niez Yanovskaya [62] studiowala pewna, ogdlniejsza wersje pojedynku anali-
zowanego przez Karlina. Jednakze konstrukcja funkcji wyptaty w pojedyn-
kach niedyskretnych rozwazanych w tych pracach byla raczej daleka, jesli
chodzi o sformultowanie i interpretacje, od analogicznych funkcji definiowa-
nych w klasycznych dyskretnych pojedynkach.

Blizszy zwiazek pomiedzy tymi dwoma rodzajami gier zostal po raz
pierwszy zauwazony w pracach Langa i Kimeldorfa [18, 19], gdzie auto-
rzy sformulowali w nieco inny sposéb model gry fCC(El, Es) irozwiazali ja
w dwu wersjach. W pierwszej z nich autorzy rozwazaja cichy niedyskretny
pojedynek przy zalozeniu, ze Pi(t) = P»(t), i ze gracze dysponuja moz-
liwoscig, dowolnego, ale tylko ciagtego sposobu rozdzielania swych zasobow
swzdluz” przedziatu czasowego. W drugiej pracy podali oni rozwigzanie tego
modelu wolnego juz od wszelkich ograniczen na rozdzielanie zasobow przez
graczy, przy Pi(t) # Pa(t). Strategie optymalne graczy tam znalezione sa
strategiami czystymi, co w konsekwenCJl powoduje ze pozostaja one opty-
malne réwniez w pojedynkach Fgc(El, Es) i Fgg(El, Es).

Nastepnie Positielskaya [21] znalazta postaé strategii optymalnej dla gra-



78 T. Radzik

cza II w pojedynku fgc(El,Eg), majaca tzw. wlasnosé¢ ,wyréwnywania’
przeciw wszystkim istotnym strategiom gracza I, tj. wlasnosé polegajaca
na tym, ze niezaleznie od sposobu zachowania gracza I wynikiem gry jest
prawie zawsze jej warto$¢. Warto tu takze wspomnieé, ze pewne asympto-
tyczne wtasnoéci pojedynkéw niedyskretnych i ich zwiazki z dyskretnymi
byly dyskutowane w pracy Kimeldorfa i Langa [14].

Jesli chodzi o dwa modele gier I ve(E1, Ey) dyskutowane powyzej (przy
zdefiniowaniu ich na przedziale jednostkowym), to okazalo sie, ze naleza
one do tej samej klasy cichych niedyskretnych pojedynkdéw. Jedynag réz-
nicg jest tylko to, ze w modelu Karlina funkcje celnoéci spelniajg warunek,
P;(1) = 1—e™!, natomiast w modelu Langa i Kimeldorfa spetniaja warunek,
P;(1) =1, i=1,2. (Pozostate réwnosci P;(0) = 0 sa wspélne w obu mode-
lach). Ten fakt jest szeroko dyskutowany w rozdziale 4., gdzie funkcja wy-
platy dla gier fcc(El , E5) jest konstruowana w pewien nowy aksjomatyczny
sposob. Ostatni z tych wynikéw dotyczacy cichych niedyskretnych pojedyn-
kéw zostal otrzymany w pracy Radzika [25], gdzie znaleziono rozwiazania
dla takich gier przy calkowicie ogélnym zalozeniu: P;(0) > 0, P;(1) <1 dla
i =1, 2. Podano tam tez kompletng charakteryzacje strategii optymalnych.
Jest ona analogiczna do znalezionej przez Karlina dla gier czasowych klasy
IT. Jest raczej zaskakujacym faktem, ze w przypadku, P (1) < 1, P»(1) =1,
gracz II ma jedynie strategie e-optymalna. Zaproponowana metoda jest zna-
czacym rozszerzeniem metody z pracy Langa i Kimeldorfa [19]. Na koniec
warto dodaé, ze pewna modyfikacja powyzej rozwazanych pojedynkéw byta
analizowana w pracy Radzika i Orlowskiego [24].

3.7. Ciche mieszane pojedynki. Nastepng bardzo naturalng klasa gier
czasowych sa ciche mieszane pojedynki oznaczane dalej przez I..(1,FE),
w ktorych gracz I ma jedna niepodzielng akcje i zachowuje sie jak w dys-
kretnym pojedynku, gracz Il natomiast jest w posiadaniu pewnej ilosci F
zasobdw podzielnych i moze gra¢ zgodnie z regutami obowigzujacymi w po-
jedynkach niedyskretnych. Dla takich modeli otrzymano dotychczas raczej
niewiele istotniejszych rezultatéw i wciaz brakuje dla nich koherentnej teorii.

Pierwszymi, ktérzy przyczynili sie do sformutowania i rozwigzania pew-
nych réznorakich przyktaddéw takich gier, byli Gillman, Blackwell, Shiffman,
Bellman i Karlin. Wszyscy oni studiowali takie modele tych gier, w kto-
rych graczowi II wolno bylo rozdziela¢ swe zasoby jedynie w sposéb ciagtly
i z ograniczona intensywnoscig. Ich zwiazki z klasycznymi dyskretnymi po-
jedynkami byly raczej dalekie. Na poczatku problem ten byt studiowany
w pracy Blackwella i Shiffmana [6] i innych niepublikowanych pracach We-
issa, Bellmana i Blackwella. Takie modele gier z interpretacja pewnych kam-
panii reklamowych byly prezentowane w pracy Gillmana [10]. Byly one takze
studiowane przez Karlina [13], ktéry zastosowal nowa metode oparta w du-
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zej mierze na lemacie Neymana—Pearsona do znalezienia postaci strategii
optymalnej dla gracza I. Poza tym mamy tu jeszcze tylko dwa wyniki w tej
tematyce i naleza one do Radzika [26, 27]. W obydwu tych pracach sa stu-
diowane mieszane ciche pojedynki typu I, ve(k, E), ale w nieco innej wersji
w stosunku do tych dyskutowanych powyzej, blizej zwiazanych z dyskret-
nymi pojedynkami. W pierwszej z tych prac podano kompletna charaktery-
zacje rozwiazan pojedynku I'..(1, E), w ktorym graczowi II wolno rozdzielaé
jego zasoby bez jakichkolwiek ograniczen. W drugiej pracy analizowany jest
og6lniejszy model pojedynku I'..(k, E) przy k > 1. Pokazano tam, ze takie
pojedynki zawsze maja warto$¢ i znaleziono optymalna strategie dla gra-
cza II.

3.8. Dorobek Prof. Trybuly w teorii gier czasowych. Trybutla jest jednym
z najbardziej ptodnych autorow w tematyce gier czasowych. Mianowicie, jest
samodzielnym autorem 21 prac ([39]-[59]) z tej dziedziny oraz wspdlautorem
dwéch monografii ([60], [61]). Jak juz wspomnieliémy we wstepie, swoje ba-
dania tych gier rozpoczat praktycznie dopiero na poczatku lat dziewie¢dzie-
siatych, gdy prawie wszystkie najistotniejsze uogdlnienia modeli gier czaso-
wych zostaly juz wczesniej rozwiazane (w latach siedemdziesiatych i osiem-
dziesiatych). Z tego tez wzgledu, Trybuta skupit sie na badaniu tylko pew-
nych szczegdlnych modyfikacji klasycznych modeli pojedynkéw opisanych we
wczesniejszych rozdzialach. Te modyfikacje najczeéciej bardzo mocno kom-
plikowaly dotychczasowe modele doprowadzajac do tego, ze poszukiwanie
strategii optymalnych graczy wymagalo niestychanego kunsztu rachunko-
wego autora. Ogdlnie gry rozwazane przez Trybule w jego pracach maja
postaé¢ pewnych, bardzo specyficznych pojedynkéw dwoch graczy. Zaklada
sie tam, ze gracze moga poruszaé sie wzgledem siebie w réznoraki sposéb,
a takze ukrywaé si¢ przed przeciwnikiem (w zaleznoséci od badanego mo-
delu), posiadajac przy tym jedna lub wiecej akcji (glosnych lub cichych) dla
ktorych prawdopodobienstwo sukcesu gracza przy podjeciu akcji zalezy od
odlegtodci od przeciwnika, a nie od czasu trwania pojedynku. Dalszg mody-
fikacja w modelach Trybuly jest dopuszczenie, ze gracz moze posiadaé¢ dwa
rodzaje akcje, oprécz standardowych, takze takie, ktore moga by¢ ,uzyte”
dopiero w momencie spotkania graczy, a prawdopodobienstwo ich uzycia
moze by¢ mniejsze od jednosci.

Trybuta w swoich pracach rozpatruje réznorakie warianty takich poje-
dynkéw, przy czym nieznaczne réznice w ich opisach powoduja gwalttowne
zmiany w znajdowanych postaciach strategii optymalnych. Wspdlna cecha
jego prac jest to, ze otrzymywane w nich postacie strategii optymalnych
sg opisywane za pomoca bardzo spdjnych formul, przy czym sa one konse-
kwencjg niezmiernie skomplikowanych rozwazan rachunkowych, co stanowi
rzeczywiscie o kunszcie autora. W ostatnim rozdziale omawiamy szczego-
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towo jeden z takich pojedynkéw

Jedli chodzi o monografie [60], to w przewazajacej czesci zostala ona
poswiecona grom czasowym. Czytelnik znajdzie tu niezliczong iloéé¢ przy-
ktadow rozwiazan gier o zréznicowanym stopniu trudnoéci. Ostatni rozdzial
ksiazki stanowi najbardziej zaawansowang czes¢ ksiazki, omawiajaca wie-
lodecyzyjne gry czasowe w roéznych mozliwych konfiguracjach. Rozwazamy
tu modele dyskretne typu ,,m akcji przeciw n akcjom” z brakiem informa-
cji, z czeSciowa i z pelng informacja. W kilku oryginalnych przyktadach
(z rozwiazaniami) pokazujemy wielka zlozono$¢ takich gier, zwlaszcza przy
poszukiwaniu strategii optymalnych graczy i ich uzasadnianiu. Druga czesé
tego rozdzialu stanowia rozwazania dotyczace niedyskretnych gier czaso-
wych typu ,,M zasobow przeciw N zasobom” takze przy réznej ilodci in-
formacji. Dajemy tu bogaty przeglad takich gier z ciekawymi przyktadami
ich rozwigzan. Rozdzial ten konczy sie dyskusja nad otwartymi problemami
w tej tematyce. Natomiast druga monografia ([61]) jest wyraznym rozszerze-
niem poprzedniej, gdzie miedzy innymi dodano rozdzial o grach czasowych
0 sumie niezerowe;.

3.9. Uwagt koncowe. 7 przedstawionej dyskusji wynika, ze w ostatnich
kilkudziesieciu latach nie zdotano zbudowac¢ jednej, koherentnej i wystarcza-
jaco ogdlnej teorii, ktéra by satysfakcjonujgco opisywata i dawala mozliwosé
rozwiazywania caltej szerokiej klasy gier czasowych. Pomimo tego, ze w tym
okresie rozwiazano wielka liczbe bardzo ogdlnych problemoéw zwiazanych
z ta tematyka, musimy krytycznie przyznaé, ze wiele z nich dotyczy raczej
waskich 1 bardzo szczegdlnie zdefiniowanych modeli. Przyczyna tego byta
nie tylko ogromna ztozono$¢ modeli i réznorakie trudnosci z problemami
zwiazanymi z informacja, ktore sie tam pojawialy. Po prostu wciaz brakuje
nam ogolnych i efektywnych metod dla tej dziedziny.

Zeby znalezé¢ rozwiazanie jakiejkolwiek ogélniejszej gry czasowej, naj-
czedciej musimy zbudowaé najpierw teorie specjalnie przystosowana dla jej
potrzeb. Jak dotychczas, wcigz nie ma jednorodnej teorii, ktéra bytaby sa-
tysfakcjonujaca dla szerszych klas gier czasowych. Praktycznie dysponujemy
taka teoria jedynie dla gier czasowych Karlina klasy I i II, gdzie funkcja wy-
platy jest definiowana przez ogdlniejsze funkcje K (x,y) na kwadracie jed-
nostkowym. Niestety, ta piekna teoria jest catkowicie bezsilna przy badaniu
ogblniejszych gier czasowych, w ktérych funkcje wyptaty sg zdefiniowane
na przestrzeniach wielowymiarowych. Stad tez pytanie, czy istnieje jedna,
ogolna teoria opisujaca calos¢ gier czasowych, pozostaje pytaniem otwartym.
Na koniec warto nadmienié, ze w pracy [29] zebrano kilka najistotniejszych
otwartych probleméw w tej dziedzinie i postawiono pewne hipotezy co do
ich rozwiazan.
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4. Wzajemne zwiazki pomiedzy grami. Rozwazmy jakikolwiek po-
jedynek, tj. gre czasowa, dla ktorej odpowiadajaca jej gra bazowa I spelnia
warunki (A1)—(A2) i (B1)—(B5) z rozdzialu 2 1. Niech P;(¢),0 < ¢t < 1,
bedzie funkcja celnosci gracza i. Z definicji, P;(t) opisuje prawdopodobief-
stwo zdarzenia, ze gracz ¢ odniesie sukces w momencie ¢, w sytuacji, gdy
sutylizuje” on jedna jednostke ze swoich zasobéw (jedna akcje) doktadnie
w chwili ¢.

Dla dowolnego wektora Zz,, = (z1,22,...,2m) speliajacego 0 < z; <
29 < ... < 2y, <1, niech I(Z,,) definiuje miare na [0, 1] z calkowita masa m
skoncentrowana w punktach z1, zo,..., 2, z masami 1 w kazdym z nich.

Dalej, dla kazdej strategii u; gracza i i dla kazdego przedziatu D C
[0,1], definiujemy Q%*(D) jako prawdopodobiefistwo, ze gracz i, rozdzie-
lajacy swoje zasoby zgodnie z miara p,;, odniesie sukces w jakimkolwiek
momencie przedziatu D.

Okazuje sie, ze ogélnie, Q4" (D) nie jest jednoznacznie wyznaczona przez
same funkcje celnosci P;(t) i zalozenia (B1)—(B4), wczedniej wspomniane.

Z drugiej strony, funkcja zalezna od dwéch zmiennych, Q4 (D) okazuje
sie by¢ fundamentalna przy konstrukcji wyptaty K (uq,us) gry bazowej I
Mianowicie, przy oznaczeniach

(2) Qi(t) = QI (0,1)),  Qult) = 1 - Qi(0),
wzér okredlajacy funkcje wyplaty moze by¢ tatwo wyprowadzony, jako
(3) K(pp2) = [ Q2dQ1 — [ Q1dQs.

[0,1] [0,1]

Aby usprawiedliwi¢ powyzsza formule, zauwazmy, ze Q;(t) reprezentuje
prawdopodobienstwo, ze gracz i nie odniesie sukcesu w podprzedziale [0, ¢].
Zatem wielko$é Q2(t)dQ1(t) jest iloczynem prawdopodobiefistwa tego, ze
gracz 1 odniesie sukces w przedziale (t,t + dt) oraz prawdopodobienstwa
zdarzenia, ze gracz 2 nie odniesie sukcesu przed momentem t. Zatem gra-
nica sum prawdopodobienstw (réwna pierwszej calce w (3)) jest prawdopo-
dobienstwem tego, ze gracz 1 odniesie sukces przed graczem 2, zapewniajac
mu wyplate +1 (z powodu warunku (B5)). Podobne argumenty stosuja si¢
do drugiej calki we wzorze (3).

W dalszej czesci, dla dowolnej miary p bedziemy tez stosowaé oznaczenie

Q1 (1) = Q1([0,1)).

Wedtug definicji, w pojedynku dyskretnym gracze mogg rozdziela¢ swoje
zasoby jedynie zgodnie z miarami atomowymi postaci I(Z,,). Mozna tatwo
pokazaé za pomoca zalozen (B1)-(B5) z rozdziatu 2, ze

QI =1-T[1-P(z)], 0<t<1.

s<t
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W ten sposéb, wobec (2) i (3), zalozenia (B1)—(B5) jednoznacznie wyzna-
czaja gre bazowa I pewnego dyskretnego pojedynku. Nie jest to regula
w przypadku pojedynkéw niedyskretnych. Aby wielkosé Q1 (t) byla wyzna-
czona jednoznacznie dla wszystkich u;, musza by¢ dodane pewne nowe wa-
runki. Ponizej przeanalizujemy trzy mozliwe podejsécia do konstrukeji Q4 (¢).

4.1. Model I. Ten model byl rozwazany w dwu réwnowaznych wersjach,
na [0, 1] i na [0, 00), jako przedziatach czasowych, w pracy Blackwella i Shif-
fmana [6] oraz Karlina [13]. Tu zaprezentujemy go na [0, 1] w nieco ogdlniej-
szej formie.

Zalézmy, ze funkcja Q' (t) spelnia:

(4) QM ([t,t +h]) = pi([t,t + h]) - Ai(t) + o(h), pw.,0<t<1,

dla kazdej absolutnie ciaglej miary pu; na [0, 1], gdzie A;(t) jest pewna ciagla
i monotoniczng funkcja spetniajaca

(5) A4;(0)=0, A(1)=1

(Funkcje A;(t) nazywamy zmodyfikowang funkcjg celnosci. Nie jest ona iden-
tyczna z funkcja celnodci).

Warunek (4), przez zastosowanie standardowych argumentéw zwiaza-
nych z przejSciem do granicy, prowadzi do wzoru:

(6) Qi (t)=1—exp | — f As(w)dp;(u) |, 0<t<1,
[0,1]

dla kazdej absolutnie ciaglej miary p;. Teraz, jesli formalnie rozszerzymy
wzér (6) do zbioru wszystkich miar p;, to po podstawieniu p; = I(t), otrzy-
mamy

(7) Pi(t) =1 —exp[-4;(t)], 0<t<1,

z powodu oczywistej réwnosci P;(t) = Qf(t) (t). Model ten jest zatem (patrz
(7)1 (5)) zgodny z dyskretnymi pojedynkami, gdzie funkcje celnosci spel-
niaja: P(0) =01 P;(1)=1—e %

4.2. Model II. Lang i Kimeldorf [18] zaproponowali wymiane funkcje
A;(t) w (4) na inna, zdefiniowana na [0, 1) i spelniajaca warunki
A;(0) =0, A;(1-)=oc.
Teraz mozemy powtérzy¢ rozwazania dotyczace modelu I, zeby otrzymad
w konkluzji, ze model II jest zgodny z dyskretnym pojedynkiem, z P;(0) = 0
iP(1)=1.
4.3. Model III. Zaréwno rozwazania w modelu I jak i IT zawierajg pewne

ograniczenia. Mianowicie, chociaz formula (6) na Q! (t) jest dobrze zdefi-
niowana dla wszystkich miar p;, warunek (4) jest zgodny z (6) jedynie dla
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absolutnie ciagltych miar p;. Nie jest trudno sprawdzié, ze dla nieciagltych
miar warunek (4) moze by¢ sprzeczny z (6), na przyklad dla p; = I(t) z
h — 0. Z drugiej strony, w modelu II, Q% (¢) i przez to takze niedyskretne
pojedynki sg zdefiniowane na [0, 1) zamiast na [0, 1]. To ograniczenie zostalo
usunigte w pracy [26], co prezentujemy ponizej.

Niech P;(t) bedzie jakakolwiek funkcja celnosci na [0, 1] spelniajaca wa-
runki 0 < P;(0), P;(1) < 1, niekoniecznie monotoniczng czy ciagla. Jest
catkowicie naturalnym, zeby dla funkcji

def

(8) Qi"(D) =1-Q"(D)
zadaé spelnienia nastepujacych czterech warunkéw:

(C1) dla kazdego zbioru mierzalnego D C [0,1] i dla wszystkich t € D
1a >0,
0<Qi" D) <1, QD) =1-Fit);
(C2) dla kazdego zbioru mierzalnego D C [0,1] i dla wszystkich t € D
i a, >0,
QD) = Q") - Q" (D)
(C3) dla dowolnej miary p na [0,1] i dla wszystkich niepustych mierzal-
nych zbiorow D C [0, 1],
inf Q'"(D) < QD) < sup Q7' (D),
teD teD
gdzie o = u(D);
(C4) dla kazdego ciggu {D,,} parami rozlgcznych podzbioréw zbioru
[0,1], i dla kazdej miary p na [0, 1],

Zauwazmy, ze w istocie warunki (C1) i (C4) sa powtdrzeniem zalozen
(B1) i (B3) z rozdziatu 2. Pozostate dwa warunki sa nowe. Wszystkie cztery
maja prosta, bardzo naturalna interpretacje. Teraz zaprezentujemy gtéwny
rezultat z nich wynikajacy, ktéry daje precyzyjna i jednoznaczng odpowiedz
na pytanie o mozliwa postaé¢ funkeji Q¥ ().

TWIERDZENIE 4.1. Dla dowolnej mierzalnej funkcji celnosci P;(t) na
[0, 1] warunki (C1)—(C4) jednoznacznie wyznaczajq funkcje QY (t) w postaci

9  Qit)=1-exp| [ logll—Pi(uw)dp(u)|, 0<t<1,
[0,1]

dla wszystkich miar p na [0,1]. (Wyg definicji: exp(—o0) = 0, log0 = —o0,
0-(—00) =0).
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Dowdd. Wobec (8), zeby pokazaé (9), wystarczy sprawdzié¢, ze warunki
(C1)—(C4) sa réwnowazne nastepujacemu stwierdzeniu: dla dowolnej miary
w na [0,1] i dla wszystkich mierzalnych zbioréw D C [0, 1],

(10) Q}(D) = exp < [ log[1 — Pi(u)] du(ﬂ)) :
D

Mianowicie, nie jest trudno sprawdzi¢, ze (C1) i (C2) implikuja (10) dla
wszystkich miar postaci p = al(t) speliajacych o > 0, 0 < ¢ < 1. Nastep-
nie latwo pokazujemy z pomoca definicji catki Lebesgue’a, ze warunki (C3)
i (C4) sa wystarczajace dla zachodzenia réwnosci (10) dla wszystkich miar.
Przeciwna implikacja jest natychmiastowa.

To koniczy nasza konstrukcje modelu III, poniewaz pokazaliSsmy, ze for-
mula (6) z funkcja A;(t) spelniajaca 7, rozszerzona do zbioru wszystkich
miar, jest jednoznacznym rozwiazaniem wyznaczonym przez warunki (C1)—
(C4). Ten fakt jest natychmiastowa konsekwencja wzoréw (7), (8) i (9).

Uwaga 4.1. Jezeli P;(t) jest monotoniczna, Twierdzenie 3.1 zachodzi po
zastapieniu zbioréw mierzalnych D i D,, w (C1)—(C4) przez podprzedzialty
przedziatu [0, 1].

Uwaga 4.2. Miara u = ol (t) odpowiada strategii gracza podjecia cza-
stki zasobéw w iloéci o dokladnie w momencie t. Ze wzoru (9) dostajemy,
ze dla takiej strategii p, Q% (t) = 1—[1— P;(¢)]*. Mozemy to zinterpretowac
w ten sposéb, ze posiadanie czastki zasobow w ilosci o przez gracza w po-
jedynku z funkcja celnosci P;(t) jest réwnowazne posiadaniu jednej akcji (o

«

masie 1) w pojedynku z nowa funkcja celnosci Q;(t) =1 — [1 — P;(¢)]*.

Uwaga 4.3. Warto tez zauwazy¢, ze na niedyskretne gry czasowe mozna
spojrze¢ duzo bardziej ogdlnie, niz tylko poprzez pryzmat dyskretnych gier
czasowych. Mianowicie punktem odniesienia wcale nie musza by¢ funkcje
celnosci P;(t), a moga to byé odpowiednio zmodyfikowane funkcje celnosci
A;(t), bez wiazania ich z funkcjami P;(t) wzorem (7). Po prostu, w pewnych
modelach funkcje celnosci P;(t) moga nie mieé¢ zadnych sensownych inter-
pretacji. Z drugiej strony, zadanie funkcji A;(t) juz catkowicie determinuje
funkcje wyplaty w niedyskretnej grze czasowej. Dlatego tez, w niektorych
konkretnych problemach, zasadnym jest rozpoczecie ich modelowania bez-
posrednio od odpowiedniego zdefiniowania funkcji A;(¢).

5. Przyklad gry czasowej klasy II. W niniejszym rozdziale opiszemy
pewien szczegdlny przypadek gry czasowej klasy II przedstawionej w kon-
wencji pojedynku dwéch graczy i rozwiazanej przez Trybule w pracy [58],
cho¢ bez trudu mozna znalezé dla niej bardziej realistyczng interpretacje
modelu ,,walki” handlowej lub marketingowej dwéch firm na rynku. Poka-
zuje ona, ze nawet w prostym, wydaloby sie, modelu takiej gry, poszukiwanie
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postaci strategii optymalnych prowadzi do bardzo skomplikowanych rachun-
kéw, a zastuga autora jest to, ze potrafit wyprowadzi¢ z nich zwarte explicite
formuly strategii umozliwiajace dowiedzenie ich optymalnosci.

5.1. Opis gry. Oznaczmy przez I' gre czasowa o nastepujacej struktu-
rze: W grze bierze udzial dwoch graczy 11 11, ktéra jest ich ,,pojedynek”
toczacy sie wedlug nastepujacych regut. W momencie ¢t = 0, gracze stojacy
w odleglosci d = 1 od siebie rozpoczynaja marsz ku sobie. Zakltada sie przy
tym, ze gracz I posiada dwa ,pistolety”, jeden z "kula” typu A (uzycie jej -
akcja A) i jeden z "kula” typu B (uzycie jej - akcja B), natomiast gracz II
posiada tylko jeden pistolet z kulg typu A. Akcja A moze byé podjeta przez
kazdego z graczy w kazdym momencie, natomiast akcja B moze by¢ podjeta
przez gracza I dopiero w momencie spotkania obu graczy (czyli, gdy d = 0).

Podjecie przez gracza akcji A moze zakonczy¢ sie ,sukcesem” (trafienie
przeciwnika) z prawdopodobienstwem P(t), gdy odleglosé migdzy graczami
wynosi 1 — ¢, natomiast podjecie akcji B przez gracza I konczy sie sukcesem
z prawdopodobienstwem p, przy czym zakladamy, ze

(11) 0<p<1.

Dodatkowo zakladamy, ze akcja A podejmowana przez gracza I jest typu
wcichego” (gracz II nie zna momentu jej podjecia), natomiast gracz I zawsze
zna moment podjecia akcji A przez gracza II (typ akcji ,glosny”). Gra (po-
jedynek) sie konczy w pierwszym momencie sukcesu przez jakiegos$ z graczy.

Funkcja P(t), 0 < t < 1, bedzie nazywana funkcjq sukcesu. Parametr ¢
bedziemy w pracy interpretowaé¢ jako czas, co pozwala widzie¢ rozwazang
gre jako rozpoczynajaca sie w momencie ¢ = 0 i koniczaca sie w momencie
t =1 (w przypadku braku sukcesu wezesniej przez ktéregokolwiek z graczy).
Zaklada sie, ze P(t) jest funkcja rosnaca i ciagla w przedziale [0, 1], ma ciagla
drugg pochodna P”(t) w (0,1), oraz spelnia: P(0) =01 P(1) = 1.

Wyptate dla gracza I definiuje w nastepujacy sposéb: otrzymuje on +1
gdy wygra on pojedynek (tylko on odniesie sukces), —1 gdy przegra on
pojedynek (tylko gracz II odniesie sukces), oraz warto$¢ 0 w pozostalych
przypadkach (remis). Zakladamy, ze gracz I dazy do zmaksymalizowania
swojej wygranej, podczas gdy gracz II dazy do jej zminimalizowania. W ten
sposéb rozwazana gra staje sie gra o sumie zerowej.

5.2. Postaé normalna gry. Jest zrozumiale, ze za zbiory strategii czy-
stych S i T gracza I i Il mozna przyja¢ S = T = [0,1], przy czym pare
(s,t) € S x T interpretujemy w ten sposéb, ze na poczatku gry gracze I i
IT planuja podjaé¢ swoje akcje A w momentach odpowiednio s it (akcja B
bedzie zawsze podjeta przez gracza I w momencie 1, o ile gra nie zakonczy
sie wezesniej). Poniewaz z zalozenia akcja A gracza II jest ,glosna”, strate-
gie czysta s gracza I modyfikuje sie milczaco w ten sposéb, ze w przypadku
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t < s gracz I zmienia swoja pierwotna decyzje (podja¢ akcje A w momencie
s) na decyzje s = 1, gdyz wtedy prawdopodobienstwo jego sukcesu P(1) =1
jest najwieksze.

Oznaczmy przez K (s,t) oczekiwana wygrana gracza I gdy gracze 11 11
stosuja strategie czyste odpowiedni s i ¢t. Funkcje K(s,t), 0 < s,t < 1,
bedziemy nazywaé funkcjg wyplaty. Zatem tréjka (S, T, K) opisuje postaé
normalng rozwazanej gry I'. Nietrudno wywnioskowaé nastepujacag formute
dla funkcji wyptaty K:

P(s) — (1 — P(s)) P(1
+p(1—P(s))(1 — P(t)) gdy s<t<1l,
(12)  K(s.t) =14 p(l— P(t)? ady s =1,
1—2P(t) gdy t < s,
P(s)—(1—p)(1—P(s)) egdys<t=1.

Dla przykladu, uzasadnimy powyzsza postaé¢ funkcji wyplaty w sytuacji
s < t < 1. Wtedy moze zajs¢ jeden z dwu przypadkéw: (a) gracz I po-
dejmujac swa akcje A w momencie s odnosi sukces, tj. trafia przeciwnika,
lub (b) nie odnosi sukcesu (nie trafia przeciwnika). Prawdopodobienstwo zaj-
Scia tych przypadkéw wynosi odpowiednio P(s) i 1— P(s). Latwo zauwazy¢,
ze w przypadku (a) wygrana gracza I wynosi +1. Natomiast w przypadku
(b) moga sie zdarzy¢ dwa dalsze podprzypadki: (bl) gracz II podejmujac
swa akcje A w momencie ¢t odnosi sukces (z prawdopodobienstwem P(t))
lub (b2) nie odnosi on sukcesu (prawdopodobienstwo tego wynosi 1 — P(t)).
Wtedy oczekiwana wygrana gracza I wynosi odpowiednio —1 lub p. Stad
oczekiwana wyplata w calej grze w sytuacji s < t < 1 wyniesie

P(s)(+1) + (1 = P(s))[P(t)(=1) + (1 — P(t))p];

co dowodzi prawdziwosci wzoru (12) w przypadku s < ¢t < 1. W podobny
sposob moze by¢ uzasadniona reszta przypadkéw wzoru (12).

Oczywistym jest, ze zaréwno gracz I jak i II moga wybra¢ momenty s
i t dla swych czystych strategii zgodnie z dowolnie wybranymi przez siebie
rozkladami prawdopodobienstwa na przedziale [0,1]. Zatem pierwotna po-
sta¢ normalng (S, T, K) gry I' nalezy rozszerzy¢ do tréjki (X,Y, K), gdzie
X 1Y sg zbiorami wszystkich rozktadéw prawdopodobienstwa na przedziale
[0,1] opisujacymi teraz zbiory strategii mieszanych odpowiednio gracza I i
IT, a funkcja wyplaty K : X x Y = R (jako oczekiwana wyplata) bedzie
postaci:

(13) K(F,G) = [ [ K(s,t)dF(s)dG(t)
[0,1] [0,1]

dla dowolnych strategii F' € X i G € Y graczy.
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5.3. Konstrukcja strategii optymalnych. W dalszej czedci pracy, dla u-
proszczenia, strategie czyste s it beda interpretowane takze jako jednopunk-
towe rozklady prawdopodobienstwa. Szukajac strategii optymalnych F'i G
dla graczy 1i1I, w grze I' i wartodci v tej gry, wystarczy zatem pokazaé, ze
dla wszystkich 0 < s, <1

(14) K(F,t)>v 1 K(s,G) <w.

Oznaczmy przez £, mieszang strategie gracza I, ktora nakazuje mu pod-
ja¢ akcje A w pewnym losowym momencie s w przedziale [a, 1], wedlug
pewnego ciaglego rozktadu prawdopodobienstwa o gestosci fi(s). Zatem

(15) [ fi(s)ds =1.

Podobnie, niech 7% oznacza mieszang strategie gracza II, zgodnie z ktéra
podejmuje on swoja akcje A w pewnym losowym momencie t w przedziale
[a, 1), wedlug pewnego ciaglego rozkladu o gestosci fa(t), a z pozostalym
prawdopodobienstwem (§ réwnym

(16) B=1- [ fa(t)dt

podejmuje swa akcje A w momencie t = b.

Niech teraz 7, bedzie ,graniczna” idealizacja strategii n° przy b — 1—, co
mozna interpretowaé¢ w ten sposéb, ze stosujac ,strategie” n, gracz II bedzie
podejmowat z prawdopodobienstwem [ swoja akcje A ”bezposrednio” przed
momentem t = 1, w ktérym to gracz I zawsze podejmuje swoja akcje B. Przy
tym bedziemy stosowaé naturalng definicje, ze dla s € [0, 1]

1
(A7) K(s,ma) = lim K(s,ng) = [ K(s,0)fa(t)dt + BK(s,1-) ,

gdzie K(s,1—) = lim._ o4 K(s,1 — ¢). Ten teoretyczny zabieg uznania 7,
takze za strategie gracza Il pozwoli nam wyraznie uprosci¢ nasze dalsze
rozwazania prowadzace w konicu do znalezienia optymalnej strategii gracza
1i e-optymalnej strategii gracza II.

Nasze rozwazania beda opieraé sie na heurystycznym zalozeniu (mocno
umotywowanym przez wyniki z literatury gier czasowych), ze dla pewnych
0 < a < 1 i funkeji gestosci fi(s) i fo(t) strategie &, i 1, sa strategiami
optymalnymi. To z kolei wymusza (patrz Lemat 2.2.1 w [13]) dalszy wnio-
sek, ze sa one strategiami wyrdwnujgcymsi , tzn. spetniajg nastepujace dwie
réwnosci:

(18) K(&,,t) = v (const) = K(s,1,) a<s,t<l1,
gdzie v jest wartoscia gry I
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Zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.1. Zatozmy, Ze dla pewnych stalych 0 < a < 1, 0 <
B < 1 1w, oraz funkcji gestosci f1(s) i fa(t) na [a,1), strategie & i Ny S¢
strategiami optymalnymi graczy I i I w grze I' spelniajgcymi (15)—(18).
Wtedy

(19) v=34+2r—2/(1+r)2+71),
B c1P'(s)
(20) fils) = [P2(s) +2rP(s) —r]3/2 '
- CQPl(t)
@1) P20 = (o) T 2Pty — P2
1
(22) ﬁ_2+7’+ AI+r2+r)
gdzie 1, a, ¢1 1 co sq¢ stalymi jednoznacznie wyznaczonymsi przez rownosci:
_1-p
(23) r= m )
(24) Pla)=—-1+r)+vA+r)(2+7),
(25) 012(1+T)<\/(2—|—7‘)—\/1+7‘)
(26) = i
24+ /A+P2+7)

Dowdéd. Wykorzystujac (12), (13) i (18), dla t € [a, 1) otrzymujemy na-
stepujaca tozsamosé:

1
(27) K(&a,t) = [ K(s,)f1(s)ds

= [ [P(s) = (1 = P(s))P(t) + p(1 = P(s))(1 = P(t))}f1(s)ds

1
+ [(A=2P(t)fi(s)ds =v.
t
Zrézniczkowanie teraz obu stron ostatniej tozsamosci wzgledem zmiennej ¢
prowadzi do nastepnych dwéch tozsamosei dla ¢ € [a, 1):

aK(é.GA t)

(28) 5

= [P?(t) + 2P(t) — 1+ p(1 — P())*] f1(t)
t 1
—1+pP'@®) [ fi(s)ds — 2P'(t) [ fi(s)ds=0

t
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i (po kolejnym zrézniczkowaniu)

(29) ZE0l) _ (p2y) 4 9y 1 4901 - PRI )
F2AP() + 1 (1~ PP (/1)

t

—(L+p)P"(t) [ (1= P(s))fr(s)ds — 2P"(¢ f Fi(s)ds

(1= P@)P(t)f1(t) +2P'(t) f1(t) =

po eliminacji catek) do réwnania réZniczkowego

—(1+p)

Teraz (28) i (29) prowadza (
[(1+p)P2(t) +2(1 = p)P(t) — (1 = p)] f1 (1)

+2[(L+p)P(t) +1 = plP' () f1(t)

P(t /
- P [+ DIPE) 420 = PO ~ 1+l =0
ktorego, jak nietrudno sprawdzié¢, rozwiazaniem jest funkcja
CP'(t)

30 t) = 9
(30) L) [P2(t) 4 2rP(t) — r]3/2
gdzie C jest pewna stala, a r postaci (23).

Podobnie jak poprzednio, wykorzystujac (12), (13) i (18), dla s € [a, 1)
otrzymujemy

a<t<l1

1
(B1)  K(s,na) = [ K(s,t)fa(s)ds + BK(s,1-)

[1—2P(t)]f2(t)dt

@%m

1
+ [ [P(s) = (1= P(s))P(t) + p(1 = P(s))(1 = P(t))] fa(t)dt

S
+ B2P(s) — 1] =v
co, po dwukrotnym zrézniczkowaniu (wzgledem s), prowadzi do rozwiazania
DP'(s)

32 = ,
(82) 128) = (e T 2P ls) =1
gdzie D jest pewna stala, a r opisane przez (23).

Poniewaz f1 1 fo sa gestoSciami, wiec z ich postaci (30) i (32) wniosku-
jemy (ze wzgledu na monotonicznosé funkeji P(t)), ze

(33) P%*(a) +2rP(a) —r >0, C>0, D>0.

Wtedy dla t € [a,1) zachodzi nieréwnosé¢ P?(t) + 2rP(t) —r > 0 i jak
tatwo sprawdzié, na [a, 1) mozna rozwazaé i wyliczy¢ nastepujace dwie catki

a<s<l1
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P'(t) 1 Pt)/r+1
@ J (P2(t) + 2rP(t) — ¥ (L+7) [P2(t) + 2rP(t) — 1]1/2 o
) [ P(t)P'(t) ! P(t)—1 P B

(P2(t) + 2rP(t) —r)¥?  (L+7) [P2(t) +2rP(t) — r]*/2
gdzie E jest stala.
Wychodzac teraz od réwnosci (27) i wykorzystujac (23), (30), (34) i (35),
dla t € [a,1) otrzymujemy:

t

(36) K(at) = [ [P(s) = (1 - P(s))P(t)

1—7r
1+7r

+ (1= P(s))(1 = P(t))]f1(s)ds

+ [ (1=2P@®)fi(s)ds.

_2c [ P(a)
Cr(1+7r) [ [P%(a) 4+ 2rP(a) — r]}/2
n C r+ (1 —2r)P(a)

r(1+7) | [P%(a) + 2rP(a) — r]/?
Jednakze ostatnia tozsamosé pociaga rownosé

P(a) 1/2
_[PQ(a)+2rP(a) — i/ +(1+n2=0

+ (1 —1—7’)1/2} P(t)

- (1+r)1/2} =v.

co po rozwigzaniu daje réwnosé (24), a wtedy (36) sprowadza sie do réwnosci

~C [_ r+ (1 —2r)P(a)
Cr(L+7r) | [P%(a) +2rP(a) —r]l/2

(37) v — (142 .
Podobnie, wychodzac od réwnosci (31) i wykorzystujac (23), (32), (34)
i(35), dla s € [a,1) otrzymujemy:

S

(38)  K(s,ma)= [ [1—2P(1)]fa(t)dt
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D (1/r+2)P(a) —1 1—r
+ — -G =v.
(1+7) [[P2(a) +2rP(a) —r]/2  r(1+7)1/2
Ale tozsamos$é (38) natychmiast pociaga dwie nastepujace réwnosci:
D
39 = —"
i
D (1/r+2)P(a) —1 1—r
40 = — _3.
(40) v (1+7) |:[P2(CL)+2TP(CL) —r)t/2 (14 1r)t/2 b
Dalej, (15), (30) i (34) prowadza do réwnosci
_ P -
(41) c [ (a) +r ENTERRSE]

r(l+r) | [P%(a)+ 2rP(a) —r]t/2
a konsekwencja réwnosci (16), (32) 1 (34) jest

D [ P(a)+r 1 /2' B

W e TP rep@ =g LT =18
Nietrudno teraz sprawdzié, ze uklad zlozony z réwnosci (24) (pokazano ja
powyzej), (37), (39)—(42) jednoznacznie determinuje warto$ci niewiadomych
C, D, Biwv, przy czym i v sa postaci odpowiednio (22) i (19), a C = ¢
i D = ¢y odpowiednio postaci (25) i (26).

Do zakonczenia dowodu wystarczy pokazaé¢ nieréwnosci 0 < a <11 0 <
B < 1. Druga z nich wynika natychmiast z (22). Natomiast nier6wnosé
0 < a < 1 wynika z tego, ze (24) jest réwnowazna réwnosci

P(a) Lr

B 1+r+/1+r)(2+T)

a 1 spelnia nieréwnosé 0 < r < 1, co jest bezposrednia konsekwencja (11)
i (23).

5.4. Dowadd optymalno$ci. Twierdzenie 5.1 udowodnione w poprzednim
podrozdziale wyznaczylo jednoznacznie stale a,c1,co, 5 1 v opisujace stra-
tegie &, gracza I i ,graniczna strategie” 7, gracza II, tj. ktéra moze by¢
przyblizana strategiami tego gracza postaci n° przy b — 1—. Dodatkowo
pokazano, ze &, i 1, spelniaja réwnosci (18).

Dla e > 0, niech §(¢) oznacza jakakolwiek liczbe opisana przez warunek

(43) 0(e) = max{a, d1(g),02(¢)}

gdzie d1(g) 1 d2(¢) sa okreslone przez réwnosci: P(d1(g)) = 1 — €/(25)
i P(83(g)) = 2 — /2. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

TWIERDZENIE 5.2. Niech € > 0. W grze I' strategia &, jest strategiq
optymalng gracza I, a 772(5) jest strategiq e-optymalng gracza II. Gra I’
posiada warto$é v postaci (19).
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Dowéd. Wystarczy pokazaé¢ zachodzenie nastepujacych dwéch nieréwno-
Sci:
(44) K(&,,t) > v for te]0,1]
i
(45) K(s,n)®)<v+e for se[0,1].

Ze wzgledu na (18), nier6wnos¢ (44) wystarczy pokazaé tylko dla ¢ € [0, a).
Niech wigc 0 < t < a. Wtedy z pomoca (12), (13) i (18) mozemy wnio-
skowag:

K(&,t)= [ K(s,t)fi(s)ds = [ [1=2P(t)]f1(s)ds

1

[1—2P(a)lfr(s)ds = [ K(s,a)fi(s)ds = K(£a,a) = v

a

>

s ®

co konczy dowdd (44).
Dla dowodu (45) rozwazymy trzy przypadki, w ktérych wykorzystamy
tatwo wynikajace z (12) i (43) nieréwnosci:

(46) K(s,t) < K(a,t) dla s<a<t<l1
(47) K(s,0(e)) < K(s,1=)+¢/8 dla s € [a,d(c))
(48) K(s,0(e)) < K(s,1—) dla se[d(e),1].

PRZYPADEK 1: a < s < §(
(

£).
Wtedy za pomoca (13), (47), (17) i (18) mozemy wnioskowac:

1
) f (s,) fo(t)dt + BE (s, 8(¢) sttfz()

—|—ﬁK(s,1—) +e=K(s,m,) +¢ —v—l—s.
Zatem (45) zachodzi dla s € [a,d(¢)).

PRzZYPADEK 2: 0 < s <a.
Wtedy wykorzystujac (13), (46), (47) i wynik przyp. 1, mozemy wnioskowac:

K(s,n0®) = f K(s,t) f2(t)dt + BK (s,0(c f K(a,t) fo(t)dt

+ BK(a,6(e)) = K(a,n2®)) <v+e.

PRZYPADEK 3: 4(¢) < s < 1.

1 1
K(s,m}@) = [ K(s,t) fa(t)dt + BK (s,6(c)) < [ K(s,)fa(t)dt
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+ 0K (s,1-) = K(s,m,) =v <v+e.

Udowodnilismy wiec, ze nieréwnosé (45) zachodzi, co konczy dowdd twier-

dzenia 5.2.
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Games of Timing

Abstract. This paper is written in honour of prof. Stanistaw Trybuta. It introduces the
readers into the theory of so-called games of timing which were one of the main topic of
his interest within the last of twenty years. Games of timing are one of essential problems
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studied in game theory. They describe some special type of conflict situations between two
antagonistic sides, where each of them must decide in what moments of a time interval
some its necessary decisions should be taken to be ,maximally efficient”. The behavior
efficiency of each side is determined by the following two rules: (1) the moments of taking
decisions should be as late as possible, and (2) the mostly efficient strategy for each side is
to take its decision not later than the opponent side will do. Games of timing present a new
topic within zero-sum games and can be recognized as having the wide scope of possible
applications, particularly in the description and explaining of some conflict situations in
economics. Within the last of fifty years many new general problems in games of timing
have been formulated and many important and interesting results have been achieved.
Just prof. Trybula was one of the authors who studied and found solutions for many
different models of games of timing (in 23 published papers), describing optimal strategy
behavior for both sides taking part in the game.

The first part of the paper contains a general definition of games of timing and aquaints
the readers with their theoretic structure. Next, the history of achieved results for different
general models of such games in the literature is widely discussed. In particular, the
following types of games are considered here: games of timing of class I and II, noisy and
silent discrete duels, mixed discrete duels, and silent non-discrete duels. In the third part of
the paper, a theory unifying discrete and non-discrete games of timing is presented, which
allows the readers to better understand their structure. The paper ends with considerations
of some special case of a game of timing of class II studied by prof. Trybuta. It is presented
in the form of a zero-sum two-person game which can be interpreted as a model of a trade
battle or a battle of two firms on the market. Prof. Trybuta shows there that even in such
seemingly simple case of game of timing, searching for optimal strategies for the players
leads to very complex considerations which finally allow to find an explicite formulae for
their optimal behavior.

Keywords: Game of timing, duel, silent, noisy, mixed, discrete, non-discrete, optimal
strategy, games of class I and II, history of games of timing.
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